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FUNKT AN III 4 
81. LINEAIRE TOPOLOGISCHE RUIMTEN | 


De theorie der genormeerde lineaire ruimten is voor veel doeleinden 
te gespecialiseerd. In dit college wordt een (vrij eenzijdig) ge- 
deelte van de theorie der meer algemene lineaire topologische ruim- 
ten behandeld. De nadruk zal daarbij vallen op de locaal convexe 


ruimten en op.convexe verzamelingen in deze ruimten. 


Notaties 

(I2.2.1) is een verwijzing naar het diktaat funktionaal analyse 1, 

52, opgave 2, ad 1. | 

De topologie (=verzameling der open delen) van een topologische ruim- 
te X wordt meestal aangegeven met U of Ux), terwijl 

Ux) =U(X,x) = UE W: XE UPen W(A) = V(X,A) = (U EW: AC U} 
voor xE X resp. A CX, 

Met 4} of 9} (X) wordt steeds een basis van ll bedoeld. De 
notaties 3} (x), IP (X,x), GP (A) en 9P(X,A) zijn nu duidelijk. 

In het bovenstaande is de letter X steeds gebruikt (waar?) voor de 
topologische ruimte en voor de verzameling waarop de betreffende 
topologie gedefinieerd is. Riskanter is het wanneer X voorzien is van 
meer dan één topologie. Het gebruik van de notaties (X,0) en (X,%2) 
ligt dan voor de hand. Vaak zal Wiechter een norm topologie, afgeleid 
van een norm |l-ll, zijn. In dat geval schrijven we (X,ll =|). Wat bete- 
kent dan U € || -||? 

Voor het gebruik van de notaties COO, CX) en CO wordt verwezen 
naar (18.0). 


Alle hier behandelde lineaire ruimten hebben IR als grondlichaam. 


Definitie 

Een lineaire ruimte E‚ voorzien van een topologie ll, heet een 
iineaire topologische ruimte (notatie "E is een l.t.r." of E € ELT), 
indien de afbeeldingen Hs 

(x,y) > x+y en (A,x) > Ax 


continue afbeeldingen van EXE resp. RXxE in E zijn. 


De verzamelingen ExE enIRxE zijn hierbij voorzien van de product 


topologie en IR van de gebruikelijke topologie. 





En 
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Stelling 

Zij E een lineaire ruimte, voorzien van een topologie. Voor 

E € ELT is noodzakelijk en voldoende: 

1. À > Axo is continu in À = 0 voor elke x0 E E 

2. Xx > kox is continu in x = 0 voor elke Ao € IR 

3, CA) + Ax 15 continu dan (And = (0,0) 
4 


(x,y) > xty is continu. 


Uit de gegeven eigenschappen en de definitie van produkttopologie. 
volgt dat de afbeeldingen (A‚x) > Aoxo, (A,x) > A > A-Ao > (A-Ao)xo, 
AX) XXX ES XX Ao (x-x0) en (Ax) (AA XXI (A-Ag ) (xx ) 


‘eontinu zijn in elk punt (Ao »xo)», dus ook hun som. De noodzaak van de 


voorwaarden is nu ook evident af 


Gevolg 
Zij EE ELT, À EIRen yo E E. De afbeelding x > Ax+tyo is continu en 


zelfs een (surjectief) homeomorfisme voor À # 0. 


Voorbeelden 
1. Elke genormeerde of metrische lineaire ruimte (I 1.1). 
2. De verzameling E = RÁ, voorzien van de produkttopologie, met A 
willekeurig. Merk op dat E de verzameling der reële functies f 
op A is en dat convergentie in E puntsgewijze convergentie is. 
3. Zij Y een gesepareerde (= Hausdorff) topologische ruimte en 
E = C(Y). Zij U de verzameling van alle delen U van E,‚ met 
VEE U IK C Y compact Je >0 |f-gl <e op K> gE U, 
Verifieer nu zelf de volgende uitspraken: En 
a. U is een topologie op E en {g : |f-gl <e op K} € WF) voor elke 
e >0 en elke compacte K. 
bs fn > f t.a.v. deze topologie precies dan als n > f uniform 
op elk compact deel K van Y. Uheet dan ook de topologie der 
compacte convergentie. 
e. Voorzie elke C(K) van de supnorm. Wis de grofste topologie op 
E die aìle afbeeldingen f > rest, f van E in C(K) continu maakt. 
d. (E,W) E ELT. 


H. Zij U de discrete topologie op IR. (R,U ) is geen 1.t.r., daar wel 


aan (1.3.2 - 1.3.4) voldaan wordt, maar niet aan (1.3.1). 
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Toegift 

E € ELT dient eigenlijk gelezen te worden als "E is een object 
van de categorie ELT, Objecten van deze categorie zijn dus de 
l.t.r.E, ,E2;... Voor Ei ;E2 E ELT bestaat Hom(E, ,E2) uit de continue 
lineaire afbeeldingen van E, in E32 eù Isom (E1,E2) dus uit de 


lineaire homeomorfismen van E, op Ez. 


Opgave 

Stel E € ELT, (E‚ ) C ELT, F een lineaire deelruimte van En 

1. F en F, en van de geïnduceerde topologie, zijn l.t.r. 

2. E/F, voorzien van de quotiënttopologie is een 1l.t.r. 

3. Idem voor EE, ‚ voorzien van de producttopologie. 

Ws CE Melia) En (E,ll-llà) zijn gelijk als objecten in ELT precies 

dan als |l*ll‚en |l*ll, equivalent zijn (1 1.12). 

Als 9} een basis van is, dan ook {x + U: xEE, UE 9} (0)}. 

6. Continuïteit van een lineaire afbeelding is equivalent met 
continuiteit an Ö. (vel. CI 4.69) 


Sz} 


Uit (1.4) (of(1.7.5.)) volgt dat de beschrijving van /(0) voldoende 
is voor de beschrijving van U. We werken dat nu wat nader uit. 
Definitie 
Zij E een lineaire ruimte en A‚B C E. 
1. A heet cirkelvormig (geëquilibreerd, gebalanceerd) indien 
xSAs JA SISA, 
2. A heet symmetrisch indien x EA -xE A, 
3. A absorbeert B indien 
Ja > 0 [Al > a > AA DB. 
ht, A heet absorberend indien A elk singleton absorbeert. 


Opgave 

Zij S de gesloten eenheidsbol in R en E (waar nodig) een l.t.r. 

1. A is cirkelvormig precies dan als (A;‚x) * Ax een (continue) 
afbeelding van S xA in A is. 

2. A cirkelvormig > A cirkelvormig. 

3. Elke A, cirkelvormig > U A en {l on cirkelvormig. 

h, A = U{AA : AE S} is de kleinste cirkelvormige verzameling die 
A omvat. A heet dan ook het cirkelvormig omhulsel van A. 
A is open indien A open is en 0 € A. 














1.11. 


FUNKT AN III | n 
5. E gesepareerd, A compact > A compact (gebruik(1)). 


6, Voor elke A bestaat er een grootste cirkelvormige deelverzameling 
van A. Ä heet de cirkelvormige kern van A. * 
foes0EA=Á=zNnDA: [Al > 1}. 

cirkelvormig, dan 

absorbeert B ® JA B C AA 

absorberend © Vx JA # 0 Ax E A. 

…Â, absorberend > NA; absorberend. 


oo 
> > P Ps PS 


9, Ag: 
10. A (-A) is steeds symmetrisch. 
11. UE Wo) > U absorberend. 


Lemma 


Zij E € ELT en U een omgeving van O0. De cirkelvormige kern Ù van U 
is een cirkelvormige en absorberende omgeving van 0, gesloten indien 


U gesloten is. 


Volgens (1.3.3) bestaan er een VE WO) en een a > 0, met AV C U voor 
[A] S a. Volgens (1.4) geldt U 2 ave lo) en volgens (1.9.7.) 

av c Ù (ga na). 

Ü is absorberend volgens (1.9.11). Uit (1.4) en (1.9.7) volgt dat Ú 


gesloten is indien U gesloten is. # 


Stelling 


Zij E € ELT en zij F het systeem der gesloten, cirkelvormige omgevingen 
van 0. Hiervoor geldt 

1. F is een fundamentaal systeem van omgevingen van 0. 
EET, AE Ds ANS TF. 

da VEF OMWET Va U. 

Omgekeerd bestaat er voor elke lineaire ruimte E en elke filterbasis 
Fop E van cirkelvormige absorberende verzamelingen, met de eigenschappe 
(2) en (3), precies Één topologie U op E,‚ met (E,U) € ELT, waarvoor 


Feen fundamentaal systeem van omgevingen van 0 is. 


Eigenschap (2) voor F is evident. Voor U € Á0) bestaat er volgens (1.2) 
een V, € WO) met Vv, + V, C U. De verzameling Vv, = V, is volgens (1.10) 
een cirkelvormige omgeving van O0. Bovendien geldt Ve U. Uit a € Vv, 

en a+ V, € Ula) volgt nl. de existentie van een bE (a + V‚) Nn V‚, dus 
ook a = a -b+beEe (-V, ) + Vv, C Vv, + Vv, C V‚ + Vv, C U. 

Eigenschap (1) volgt nu uit (1.9, zi Eigenschap (3) volgt uit (1.2) en 


de overige eigenschappen. 


E Gend 








is 
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Opgave 

1. Bewijs zelf de tweede uitspraak van (1.11). # 

2. Voor deze uitspraak is (1.11.2) zelfs overbodig (maar niet bij een 
willekeurig grondlichaam). ke 

3. De topologie op E € ELT is regulier (dus ook gesepareerd) precies 


dan als {0} gesloten is. 


Analoog aan (1 2.3) en (1 2.4.4) kan een gesepareerde E € ELT beschouwd 
worden als een dichte deelverzameling van een (op isomorfie na eendui- 
dige) complete Ê E ELT. Het begrip Cauchy rij dient daarbij vervangen 
te worden door het begrip Cauchy filter of Cauchy net. 

We onderzoeken nu de geldigheid in ELT van een aantal standaardresulta- 


ten van f.a.l: 


Stelling 
Elke n-dimensionale gesepareerde E € ELT is topologisch isomorf (I 1.12 


met R. 


Gebruik makend van (1.11.3) is het in (I 2.5-2.6) gegeven bewijs gemak- 
kelijk aan te passen. Een direkt bewijs verloopt als volgt. Kies een 
basis van E en zij f de hierbij behorende natuurlijke bijectie van 

E op R, voorzien van de Euclidische norm hl. Wegens de continuiteit 
van coördinatenprojecties in IR en (1.2) is f£* continu. Zij nu e > 0 

en Â, s (x&Bt WEGOM, = €}. Als het f°* beeld van een compacte 
verzameling is Ae zelf ook compact, dus gesloten. Kies tenslotte 

een cirkelvormige omgeving V van O met V N Ae = &. Voor x € V 

geldt If), S e (daar anders ex/llf(x)lg E VN A), dew.z. f is 
continu (1.7.6), # 


. Stelling (Riesz) 


Een gesepareerde E € ELT is locaal compact precies dan als E eindig 
dimensionaal is. 


Volgens (1.14) en {I 2.8) is elke eindig dimensionale E locaal compact. 
Zij omgekeerd E locaal compact. Uit (1.10) volgt het bestaan van een 

| 12" an EE E, 

met V C Vla, + 3V). Voldoende is nu het bewijs van E = L, met L de 


cirkelvormige compacte omgeving V van 0. Er bestaan a 


(wegens (1.14)) gesloten lineaire deelruimte opgespannen door Ags--säy: 
Stel dus x S E\L en zij ê = inf{lal : (x + av) NL # dh Uit (1.9.11) 
volgt 8 < oo, We bewijzen nu eerst 8 > 0. 
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Kies W ELO) met x + WCEN\L en kies een cirkelvormige W‚ e 0) 

me t W‚ + Wi C W. Er bestaan Kr Xe EE E met V C Ux; + W‚ ) en er 
bestaan A, »-*s AL # 0 met A. ie W;- Voor A E (0, min); |} en AS 1 
geldt dan AV C W. Voor elke a met [al € (0 ‚Al getat” dan ook 

{x + aV) NL = ds, d.w.z. Ô > A. 

Voor B € (6,26) bestaat er een y E (x + BV) N L, dus (y-x/BE VCL+EV, 


y-Bl = Xx+BV/2 voor een 1 E Len v € V en Gebv) OL # $, tegenspraak. df 


Opgave 
De laatste stellingen eisen dat E gesepareerd is. Laat zien, m.b.v. 
(1.7.1). (1.7.2) en (1.12.3), dat E/[0O} steeds gesepareerd is. Dit 
is de met E geassocieerde gesepareerde 1l.t.r. 

2. E compact “E = {0}. 

3. Bewijs (IT 6.15.5) ook voor E € ELT. 


Een familie Ce, ) CE € ELT heet topologisch vrij indien e, g E, voor 
elke a, met E, En door Ce)gva voortgebrachte gesloten lineaire deel- 


ruimte. (e, ) Rat totaal indien de door Ce, ) voortgebrachte lineaire 
deelvuinte dicht is in E. Zie ook de beemteenlkemet te: passages in f.a.l. 


Opgav 
le E En 0 4e EE >{e} topologisch vrij. 
Ge (Ce, ) topologisch vrij > (e, ) algebraïsch vrij. 
Ee e, ) algebraïsch vrij # (en ) topologisch vrij. Voorzie daartoe 

Cé So, 1)) van de supnorm dn pas (I 5.2.1) toe op de familie (x). 
u. Zij E =IRN (1.5.2) en zij e 5 alsem abeel: Elke familie 

CEI N is topologisch vrij, maar bend eN is dat niet. Een- 

maximaal topologisch vrij stelsel hoeft dus niet te bestaan. 
op Ce) topologisch vrij en totaal > Ce) maximaal topologisch vrij. 

Óf gesloten 

Analoog aan (1 H.13-4,16) bewijst men dat elk hypervlak H in E € ELT Óf 
overal dicht is en dat H gesloten is precies dan als H de kern is van 
een continu iineair functionaal # 0 op E. Hierbij wordt gebruik gemaakt 
van de voigende generalisatie van (I 1.9): 
Lemma 
Een lineair functionaal $ op E € ELT is continu precies dan als 
ker(d) = á Cn gesloten is. 
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De noodzaak is evident. Stel ò7'(0) gesloten en & niet continu. 
Zij CU) een fundamentaal systeem van cirkelvormige omgevingen 
van 0. Kies Xx, € U, met dx) > 1 (ga na dat dit kan), stel 

IJ, ° x/bx, ) en kies ag vast. Men heeft Ya © Wo de + ô! CODN U, 
né jn +671(0), dus ook Way, +67"(0)) = $ voor een 
We 0). ° voor U, € W levert dit een tegenspraak. j- 


Opgave 
Een ed esthetisch bewijs van dit lemma verloopt als volgt. Zij 
Hz Seûj. E/H is gesepareerd en 1-dimensionaal, dus isomorph met IR. 


De afbeelding & induceert een lineaire, dus continue, afbeelding 


® : E/H >IR. Hieruit volgt dat ook ò continu is. 


In een n‚l.r. is een lineaire afbeelding continu precies dan als het 
beeld van een begrensde ben begrensd is. In ELT is de situatie 


meer gecompliceerd: 


Definitie 


Zij E€ ELT. ACE hest begrensd indien UEWR(O) » Ja AC aU. 


Wegens (1.10) mag a > 0 worden verondersteld. 


Lemma 

1. A is begrensd precies dan als Â geabsorbeerd wordt door elke 
omgeving van 0. 

2. A is begrensd precies dan als a, * 0, (x,) CA» an, * 0. 

3. XxX EE > {x} begrensd. 

4. A begrensd, A ERR, BC A= B‚A,Ä en AA begrensd. 

5. Aj 

6. A compact >» A begrensd. 


n 
"Ar begrensd > UA; begrensd. 


1: Pas (1.11) toe. 

2: Zij A begrensd en Ue UO) cirkelvormig. Voor zekere a en alle 
[Al S a geldt(Ax)C U. Kies nu Ag met |a,| < a voorn > ng. Zij 
omgekeerd A niet begrensd en Ue U(0) cirkelvormig met A € nu 
voor elke n. Kies Xn € A - nU en stel AF 
Volgt uit (1.9.11) 

hb: Volgt uit (1.11) 


»: Vit A; C a;U volgt UA; C (max a;)U. 
Ì 


n' 





de28e 


1.24, 


1,28. 


FUNKT AN III 8 


ô: Zij U SD). Kies Koe esX, E A met Ux; +U) > A. Volgens (5) en 
(3) geldt Cones} C aU voor zekere a, d.w.z. A C aU+U. Pas 
nu (1.11.3) toe. 4 


Stelling 
E‚F € ELT, f : E > F continu en lineair, A CE begrensd > f(A) 
begrensd. $ 


Stel nl. À, * 0 en (y‚) = CEC) C f(A). We mogen Ge) C A veronder- 
stellen, dus An > 0 en en = FOX) * 0. dE 


Zie ook (2.14) voor de omgekeerde uitspraak. 


Opgave 
1. A is begrensd precies dan als elk aftelbaar deel van A begrensd is. 
2. In een n.l.r. E is (1.21) equivalent met de gebruikelijke definitie. 
3. Voor een metrische lineaire ruimte is dit niet het geval. Voorzie 
R daartoe van de metriek d(x,y) Te n 
bh, Een lineaire f : E >IR is continu precies dan als f(U) begrensd is. 
voor een UE WMO). 


5. Elke convergente rij is begrensd. 


E € ELT heet metriseerbaar, resp. normeerbaar indien de topologie van 

E afkomstig is van een metriek resp. een norm op E. Een dergelijke 
metriek kan dan ook translatie invariant gekozen worden, d.w.z. E is 
een metrische lineaire ruimte in de zin van (I 1.1). 

Voor het metriseerbaar zijn van een gesepareerde E € ELT is noodzake- 
lijk en voldoende dat 0 een aftelbaar fundamentaalsysteem van 
omgevingen bezit. Een dergelijke voorwaarde voor normeerbaarheid wordt 
gegeven in (2.17). We merken hier alleen op dat een (echt) aftelbaar 
product TE» (E‚) C ELT, nooit normeerbaar kan zijn, daar elke omges 


ving van 0 een niet triviale lineaire deelruimte bevat. 


Opgave 

1. Zij Y in (1.5.3) een aftelbare vereniging UK; van, compacte deelver- 
zamelingen. De topologie der compacte convergentie is dan metri- 
seerbaar. 

2. In dit geval is E normeerbaar precies dan als Y compact is. Aanwij- 
zing: voor elke K bestaat er een f € C(Y), 0 op K‚, # O0 in (K. 


Ee Ei 
® 
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3. Voor (K‚) stijgend kan de metriek d gedefinieerd worden door 


4 |f-el; 
d(f,g) = X2 á TEE, ‚ met |f-gl; de supnorm op K,- 


em 


4, Een gesepareerde E € ELT is metriseerbaar als er een begrensde 
ue Wo) bestaat 
5. De ruimte s van alle rijen (a) CIR is een metrische, niet 


bre. 


normeerbare;, lineaire ruimte t.a.v. 


lan-b‚| Ee 


d(la,b) = EÀ An ‚ met An > 0 en EA < 0, Ga na dat s als 


n. 
ds fa bl 
l.t.r. isomorf is met RÄa.5:2). De ruimte s is metrisch 


begrensd, maar niet begrensd in de zin van (1.21). 


1.27. De ruimte LP([0O,11) met p € (0,1) is een voorbeeld van een patholo- 
gische metriseerbare lineaire ruimte. Op deze ruimte bestaan geen 
eontinue lineaire functionalen # 0. Elk hypervlak is dus dicht. 


ie Uit (3.1) volgt dus dat ze niet locaal convex is. 








ki 
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$2. CONVEXE VERZAMELINGEN EN LOCAAL CONVEXE RUIMTEN 


. Aigemene l.t.r. zijn vrij arm aan nuttige eigenschappen. Rijker 


daaraan is de deelklasse der locaal convexe ruimten. Anderzijds 
bevat deze deelklasse de meeste voor de toegepaste analyse van 
belang zijnde ruimten. We beginnen met een aantal standaard resul- 
taten over convexe kegels en convexe verzamelingen. Tenzij iets 


anders beweerd wordt is E steeds een lineaire ruimte over R. 


Definitie 
Zij C CE en x,y € E. 
1. Het gesloten segment met uiteinden x en y is de verzameling 


[x‚yl = {Ax +(1-A)y : AE [O,1]}. 
Definieer zelf de varianten (x,y), [x,y) en (x,yl. 


2. C heet convex indien x,y € C > [x,y] C C. 
3. C heet een (convexe) kegel indien 


x,y EC, A >0>xty EC, Ax EC. 


kt. Een kegel C heet een puntkegel indien 0 € C, 
5. Een puntkegel C heet scherp (saillant) indien 0 4 xEC=>-xEC. 
6. Een afbeelding & : C > D, met C en D convex, heet affien indien 


\E [0,1], x,y E C > HlAx +(1-A)y) = APX) + (1-A)6(y). 

7. Een afbeelding 6 : C > D;, met C en D convexe puntkegels, heet 
additief indien x,y € C > b(xty) = bx) + bly) en positief homogeen 
indien xE€E C, A20 blAx) = AX). 

Zie ook (I 6.3 —- 6.4), 


. Voorbeelden 


1. & is een convexe kegel. Elk singleton is convex. 

2. Elke lineaire deelruimte M is een puntkegel, maar niet scherp indien 
M # {0}. Elke affiene deelruimte is convex. 
Elke bol in een n.l.r. is convex maar i.h.a. niet een kegel. 

4. Elke convexe verzameling in ]R is een interval of leeg. 

5. Zij $ E E* (I 4.7) en a EIR. De verzamelingen {ò < a}, {ò S a}, 
{b > a} en {ò > a} zijn convex. 


En 


Een. 


it zend 





We OH 


Es 


benijd el 
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‚ Lemma 


1. C‚D convex, a,B ER > at + BD convex. 

2. C convex, a >0, B >0 > at + BC = (a+B)C. 

3: CC) familie convexe verzamelingen > Ge convex. 
Elke verzameling A ís dus bevat in een kleinste convexe verzameling; 
het convexe omhulselco(A) van A. 

boeolA) = {EAA tn P1, Gy) CA, Aj) ER 4 Eh e ihe 

5. C convex, F een lineaire ruimte, $ : C > F affien > @(C) convex. 

6. ò : EF affien, DCF convex > à Ì(D) convex. 

7. C convex dan C cirkelvefmig * C symmetrisch. 

8. 6 : E > F is affien precies dan als ò(x) = wlx)tyg voor een lineaire 
afbeelding pw : E > F en een Yo 5 Fe 


1,3,5,6,8 : evident. 
. 1 id _C_ B = 
2 : Dit volgt uit a+5 + a+E 1. 
hb : Deze verzameling is convex en omvat dusco(A). Zij is ook bevat in 


elke convexe C Dd A, Dit volgt uit volledige inductie en de formule 


n Bl n=1 À4* n=-1 eh 

bt = ( AC 8 Ea ) + (1 - Ado waarbij de A; # 0 veronders 
E As 
. 


steld (mogen) worden. 
7 : Zij C symmetrisch, x € C en |A| < 1. Uit -x € C volgt 0 € C,‚ dus 
ook |Alx en -[Alx EC. sf 


. Opgave 


1. Zij C # b een convexe kegel. C-C = {x-y : x,y E C} is de door C 
opgespannen lineaire deelruimte. 

2. Zij C een puntkegel. C N (-C) is de grootste lineaire deelruimte 
bevat in C. kn 

3. Voor elke ACE is {EAy% tn 1, (xj) CA, (Aj) CR*, za, > 0} 
de kleinste convexe kegel die A omvat. 


4, Voor een gesepareerde E € ELT is elk gesloten interval ook gesloten. 


Zij K € E convex. De verzameling K‚ = Kxí{1} is convex in E, FE xR. 
De verzameling C‚ = {(Ax,A) : XE K, A > 0} is de puntkegel in E‚ 
voortgebracht door K‚- K, is de doorsnede van C4 met het affiene 
hypervlak E x {1} (maak een schets). Voor E € ELT is dit hypervlak 


gesloten. De restrictie tot K, levert een bijeectie van de verzameling 
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der additieve en positief homogene functies op C‚ op de verzameling 
der affiene functies op Kk, (ga na). Van deze identificatie mogelijk- 


heid van convexe kegels en convexe verzamelingen kan soms een nuttig 


gebruik gemaakt worden. 


Opgave 

1. Voor elke AG E is co(Â) de kleinste cirkelvormige en convexe ver- 
zameling die A omvat en colÀ) % LEX; Xs sn 1, (x‚) C A, E |A; | < 1}. 

2. Geef een voorbeeld (in R?) van áën convexe A, waarvoor À niet convex 
sE 

3. Zij PFC CE, voor elke a. He, is convex in IE, precies dan als elke 
Ca convex is. 

kb. C CE is convex precies dan als voor elke AE[0,1} (x,y) > Axt(1-A)y 


een afbeelding van CxC in C is. 


Stel nu E € ELT. Uit (2.6.4) en (1.2) volgt dat C convex is indien C 
convex is. Voor convexe kegels geldt een dergelijk resultaat. Uit 
(2.3.3) volgt dan dat elke A CE bevat is in een kleinste gesloten 


convexe verzameling C5(A), het gesloten convexe omhulsel van A. 
Evenzo is de verzameling c{À) (zcolA) het gesloten cirkelvormige con- 


vexe omhulsel van A (2.6.1). 


Lemma 


Zij E € ELT en C convex. 

1. XEË, yEC, AE (0,1 > Ax +(1-A)y € Ô. 
2. Ö is convex. 

3. CAôò=C=Cent=ê. 


1 : We mogen À # 1 veronderstellen. Stel dus C 2 VE Wx) en 
z = Ax +(1-A)y. Volgens (1.4) is er Aa EEn Vv een omgeving van 


ET + Dr = yY. Er bestaat dus een x' E V met 
Pps Dr x + ÙT € C. Hiervoor geldt dan z = (1-A)p + Ax', terwijl 


(1-A)p + AV een omgeving van z is, bevat in C. 

2 « Is nu evident. 

3 : Uit (1) en de continuiteit van de afbeelding A > Ax +(1-))y 
volgt Cc êcC. Stel nu ye êen veur) symmetrisch, met 
y+VvCCe= Ë. Kies z € ên (y+V). Hiervoor geldt dan ook 
2y-z € y + V, dus volgens (1) ook y = Jz + 3(2y - zZz) € + 
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2.9. Stelling 
Zij E € ELT gesepareerd en K; convex en compact voor 1 SisSn. 


Het convexe omhulsel co (UK, ) is convex en compact. 

We mogen n = 2 veronderstellen. Hiervoor geldt dat co(K, U K‚) het 
beeld is van het compactum [0,1] x K‚ x K, onder de continue afbeelding 
(AsXoy) > Ax (1). 


- 


2.10. Opgave 

Zij E € ELT. 

1. Bewijs (2.8) ook voor convexe kegels. 

2. U open >colU) open. 

3. Elke convexe U € WO) bevat een cirkelvormige convexe omgeving 
van 0. (Gebruik (1.10) en (2.6.1)). 

kt. E een n.l.r., A precompact (I 5,14) >co(A) precompact. (gebruik 
(2.9). 

5. Mazur: E Banachruimte, A compact >colA) compact (I 5.15.3). 

6. In de n.l.r. 1Ì der rijen a = (a) CR, met hall, = la! < oo 
vormen de rijen met uitsluitend positieve elementen een scherpe 
kegel C met 17 z C -= C. C heeft geen inwendige punten. 

2.11. Definitie 

1. E € ELT heet een locaal convexe ruimte (l.c.r.) indien er een 
basis%} van & is, bestaande uit convexe verzamelingen. We noteren 
dit als E € ELC, resp. E € ELCS indien E ook gesepareerd is. 

2. E € ELC heet een Fréchetruimte indien E bovendien metriseerbaar 
en volledig is. 

3. E € ELC heet bornologisch indien elk convex deel dat alle begrensde 


verzamelingen absorbeert een omgeving van O0 is. 


Voldoende voor E € ELC is uiteraard dat$}(0) uit convexe verzamelingen 
bestaat, Deze omgevingen kunnen bovendien cirkelvormig en gesloten 
worden gekozen. Men bewijst gemakkelijk dat Ê € ELC indien E € ELC. 


2.12. Voorbeelden 

1. Elke genormeerde lineaire ruimte is een bornologische 1.c.r. 

2. Zij F de collectie van alle convexe, symmetrische en absorberende 
deelverzamelingen van E. Volgens (2.3.7), (2.3.2), (1.11) en (2.11) 
is F een fundamentaal systeem van omgevingen van 0 voor (precies) 
een locaal convexe lineaire topologie Wop E. Zij p de projectie 








2.14, 
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(I 6.14) van E op een 1-dimensionale deelruimte [x] en zij 

U = {y EE: ply) € (-x,x)}. U is convex, symmetrisch, absorberend 
en x £ U. Uit (1.12.3) volgt dus E € ELCS. Bewijs dat elk lineair 
functionaal op E continu is. Op soortgelijke manier bewijst men 
zelfs dat elke lineaire deelruimte van E gesloten is. 

Verifieer zelf dat de ruimtd van (1.5.3) locaal convex is. Het is 
een Fréchet-ruimte in het geval (1.26.1), indien Y tevens locaal 


compact is. 


Opgave 

1. De uitspraken (1.7.1-3) gelden ook in ELC. 
Een aftelbaar product van Fréchet-ruimten is een Fréchet-ruimte. 

3. De ruimte s van (1.26.5) is een Fréchet-ruimte. 

hb. Zij C C E convex. Een punt x € C heet intern punt van C indien 
-X+C absorberend is. Ga na dat hiermee equivalent is: voor elke 
rechte L > x bestaan er Y1°Yz EL NC met x E SEENANE Evenzo: 
Vy EE Je >0 |[ô| Se > x +8y EC. Voorzie E nu van de topolo- 
gie van (2.12.2). Ga na dat x € Â precies dan als x intern punt 
is van een convexe deelverzameling C van A. 

5. A begrensd in E € ELC > co(Â) begrensd. 


Stelling 

Zij E € ELC. Equivalent zijn de uitspraken: 

1. E is bornologisch. 

2. Voor elke F € ELC en elke lineaire f : E > F geldt dat f£ continu 
is precies dan als f(A) begrensd is in F voor elke begrensde 
ACE. 


1 > 2: Zij U een convexe omgeving van O0 in F en zij A begrensd in E. 
Uit de begrensdheid van f(A) volgt f(A) C AU voor A groot genoeg, 

dus ook AC fT!f(A) C Af 1(U). Uit de convexiteit van f°1(U) volgt 
dan dat f°'(U) een omgeving van O0 is. Pas nu (1.7.6) toe. De omge- 
keerde eigenschap volgt uit (1.23). 

21: Zij U' een convexe verzameling die alle begrensde verzamelin- 
gen absorbeert. De verzameling U = U' N (-U) is convex cirkelvormig 
en bezit ook nog deze eigenschap. Zij F' een fundamentaal systeem 

van convexe symmetrische omgevingen van 0 en zij F = {AUN V : A >0;, 
VEF, Volgens (1.11) brengt F een lineaire locaal convexe topologie 





2,15. 
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op E voort, die fijner is dan de oorspronkelijke. Bewijs zelf dat 
de klasse der begrensde verzamelingen hierbij niet veranderd is. 


Pas nu (2) toe op de identieke afbeelding. # 


De nu volgende resultaten maken het plausibel dat locaal convexe 
ruimten niet te sterk verschillen van genormeerde ruimten. Deze 


ruimten kunnen nl. beschreven worden m.b.v. een familie seminormen. 


Definitie 
Zij C convex en OQ € C. Het juk (of Minkowski functionaal) van C is 
de functie 
R 3 Fr 
Pa Xx” inf{À : A >0, x€ AC} ER. 
We noteren V(C;a) = {Xx : Pc Cx) < a} en W(C,a) = {Xx : Po 9) < a}. 


Lemma 


1. Pa Îs subadditief (dus Po (x+y) S Pc (x) + Pe (9); positief homogeen 
en Po(0) > 0 (anders gezegd: po is sublineair). 

2. WIG GC EC VIEL) 

3. C absorberend * Po eindig 

4, Voor C absorberend en symmetrisch is Pc een seminorm (I 1.2). 


1 : Voor de subadditiviteit mag het rechterlid eindig worden veronder- 
steld, maar dan volgt het resultaat uit x © A,C, ys AC md 
> xty ES A4C + AC = Agt (2.3.2). Ga zelf de twee andere uit- 
spraken na, gebruik makend van de conventie 0. = 0, 

2-t:Evident. 


‚ Lemma 


Zij E € ELT, C convex en 0 © C. 
1. 0eÛe Pc eindig continu ® W(C,1) = Ô. 
2. C gesloten * po semi-continu naar bengden en C = V(C,1). 


3. Voor E gesepareerd en C begrensd geldt x= 0 * PC) z= Û. 


1 : Stel 0 € C. Cis absorberend volgens (1.9.11), dus Pc is eindig. 
Stel C > U eEU(O). Men heeft p‚(x) <1 voor x € U en Pax) Se 

voor x € eU‚ d.w.z. Po is continu in x = 0. De continuiteit van Po 

volgt dan uit -P(y=x) S Pc) -Po(y) S Poly). 

Stel omgekeerd po eindig continu, dus W(C,1) E“(0). Voor x E C 

bestaat er vo gens (1.2) een A > 1 met Ax E C, dus Pa(x) <1 en 

Ge WEAR Ê. Tenslotte geldt 0 € W(C,1). 
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2 : Lit p,G)S1 volgt xE AC voor eike À > 1, maar dan ook x € C en 
CC V(E,1) € C. De semi-continuiteit voigt nu uit aC = V(C,a) voor 
a > 0. 

3 : Ste1 Xx # O0, kies een cirkeivormige U € (0) met x & U en kies 
een > met € Eu Uit a > 0 en xE€E ac voigt Ee E U, dus a > 1 
a > 5 en Pa). > Di 4 


> 
Stelling (Koumogorov) 
Een gesepareerde tú € ELT is normeerbaar precies dan ais er een be- 


grensde convexe omgeving van 0 bestaat. 


De noodzaak is evident. Zij omgekeerd U zo'n (open) omgeving 

Voigens (2,10.3) mag U cirkeivormig worden verondersteïid. Het juk 

p van U is een norm voigens (2.17.3) en (2.16.4). Uit (2.17.1) vougt 
dat de norm topoiogie zwakker is dan de gegeven topotogie. Zij omge- 
keerd V EU(O) wiriekeurig en a > 0 met U C aV. Hiervoor geïidt 

WU, à) = 2 U C V, dus de norm topoiogie is ook sterker. +# 

Zij p een seminorm op E. Voor eïike e > 0 is de verzameiing 

V(p;e) = {Xx : px) Se} cirkerivormig en absorberend en voldoet aan 
V(pse/2) +V(pse/2) C Vlpse) en AV(pse) = V(p,laAle) voor A # 0. Vol- 
gens (1.11) vormen deze verzamelingen dus een fundamentaal systeem | 
van omgevingen van OQ voor een lineaire topologie W‚ op E. Als (pi) 
een familie seminormen is vormen de verzamelingen van de gedaante 
V(pz, se, 2D. «Vp; >Een) eveneens een dergelijk fundamentaal systeem. 
Deze topologie is de grofste die fijner is dan elke ® ‚… Het is ook 
de grofste topologie op E die invariant is onder transìäties en elke 


Pi; continu maakt. 


Stellin 
SnSzzilf convex 


Zij E € ELT. E is locaal precies dan als de topologie wordt voortge- 


bracht door een familie seminormen (pj). 


Dat deze voorwaarde voldoende is volgt uit (2.19), de convexiteit 
van V(p; „e) en (2.3.3). Kies omgekeerd een fundamentaal systeem(V,) 
van gesloten, convexe en cirkelvormige omgevingen van O en stel 


Dis Pv; Elke p;, is een seminorm (2.16.4) en Vv; = V(p;s10(2.17.2). 


Pas nu (2.19) toe. # 





TES ai 


en. 


‚23. 
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. Gevolg 


1. Voor (p;) kan het stelsel van alle continue seminormen gekozen 
worden. 

2. De doorsnéden in (2.19) zijn overbodig indien (p; ) naar rechts 
filterend is, dus b.v. door het toevoegen van alle max 
GPi, straps) 

3. E € ELC is separeerbaar precies dan als er voor elke x#0 een i 
bestaat met p‚; Go) #0. 

kh, ACE bn id elke P; begrensd op A. 


Opgave 

1. E € ELCS is metriseerbaar precies dan als (p;) aftelbaar kan 
worden gekozen. 

2. E € ELC is bornologisch precies dan als elke seminorm, die be- 
grensd is op begrensde deelverzamelingen, continu is. 

3. E € ELC is bornologisch indien (p;) aftelbaar kan worden gekozen. 
Aanwijzing: continuiteit van f is nu equivalent met nan nd 
md F(x, pk De WIE Xx, * 0 volgt ixn; * 0 voor een geschikte deelrij. 

Ut, Zij E = CR] en Pr ‚mf? = sup EP of : x € [-m‚ml}. De hier- 
door voortgebrachte ioedat convexe topologie is metriseerbaar en 
convergentie in E betekent locaal uniforme convergentie voor alle 
afgeleiden. E is dus zelfs een Fréchetruimte. 

5. Voor de ruimte s van (1.26.5) en (2.13.3) kan Pp, (a) = la, |» 
n = 1,2,... gekozen worden. 

6. Stel E‚F € ELC, met bijbehorende seminormen (Pp; ) en (a; ). Een 
lineaire afbeelding f : E > F is continu precies dan Rn 


vj Jije-si,dM>0 xEES az) < er Pi C) 


Voorbeeld 


De theorie der distributies is een der belangrijkste toepassingen 
van de theorie der locaal convexe ruimten. We schetsen dit zeer 
summier. Zij K C R compact en Di = Ck CR) N C@&R), voorzien van de 
seminormen Po ‚Kf = supi[£P) Go): 8 Kl. De is een bornologische 
l.e:f, Voor Ko > K, geldt DS Dx, en de topologie op Die wordt ge- 
induceerd door die: van Dic Ga na dat er op D= CAR) een locaal 
convexe topologie bestaat die op elke Di de gegeven topologie indu- 
ceert. D heet de ruimte der toetsfuncties en een distributie is een 
continu lineair. funktionaal op D. Voor (É‚ ) C D geldt: 

EK Vi supp(f_ ) CK, £Ö o beiden op K. Zie b.v. Gelfand 
a Schilow: Verallgemeinerte Hike Shen: bd II, voor verdere topolo- 


gische eigenschappen van D. 
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53. SCHEIDINGSSTELLINGEN EN CONVEXE PUNCTIES 


In f.a.Il is de volgende analytische vorm van de stelling van Hahn- 
Banach bewezen: Zij E een lin. ruimte, p een sublineaire vorm op E, 

F een lineaire deelruimte en f een lineaire vorm op F,‚ met 

f(x) S plx) voor x € F. Er bestaat een lineaire voortzetting f van 

f tot en met f(x) $S plx) voor xE E. 

Voor E € ELT wordt de duale ruimte der continue lineaire vormen op 

E weer aangegeven met E'. (I &.11.1) kan nu als volgt worden gegene- 
raliseerd (ga na): Zij p een continue seminorm op E € ELT en X9 GS Be 
Er bestaat een f € E' met f(x) = p(x) en |fGx)| S plx) voor elke x. 
Voor E € ELCS bestaan er dus voldoende veel continue lineaire func- 


tionalen (2.20). 


We leiden hieruit een aantal scheidingsstellingen af, waarvan vooral 
(3.5) veel gebruikt wordt. Zij E een niet triviale lineaire ruimte, 
A,B C E‚ H een affien hypervlak in E‚, c ER en f E E*,‚, met H = f"!(c). 
H bepaalt twee halfruimten {x : e < f(x)} en {x : f(x) S cl (*). Men 
zegt dat A en B gescheiden worden door H (of door f) indien A bevat 
is in een van deze halfruimten en B in de andere, d.w.z. indien 
sup{f(x) : x € A} Se S inf {f(y) : y E B} of omgekeerd. Men spreekt 
van stricte scheiding indien < in (*) door < vervangen kan worden. 
Voor E € ELT en H gesloten zijn de halfruimten gesloten in het geval 
van scheiding en open in het geval van stricte scheiding. Ga na dat 
(niet lege) A en B gescheiden worden door f precies dan als A-B en 


{0} gescheiden worden door f. 


. Stelling (Hahn-Banach, geometrische vorm) 


Stel E € ELT, C convex met e # ò, F £ b een affiene deelruimte en 
CN EF = &. Er bestaat een gesloten affien hypervlak H dat C en F 
scheidt en met F C H. 


We mogen 0 € ê veronderstellen (waarom?). F is een echt affien hyper- 
vlak in de door F opgespannen lineaire deelruimte V (waarom?). 
Volgens (I 4.15) bestaat er precies één lineaire vorm f op V met 

F = £°1(1). Zij nuphet juk van C. Uit (2.16.2) en (2.17.1) volgt dat 
p continu is, Ê = {plx) < 1} en CC {p(x) S 1}, dus ook p(x) >[f(x) - 
voor xE F. Ga zelf na dat dan ook geldt p(x) >lf(x)l voor x € V. Zij 
nu f een (continue) lineaire voortzetting van f, met (É(x S px) op E 
(3.0) en H = F"!(1). H voldoet aan alle eisen. # 
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Stelling (Tukey) 
Zij EE ELT, C en D convex, D # $, C#benCMND= $. Er bestaat 


een gesloten affien hypervlak H dat C en D scheidt. 


Het is voldoende te laten zien dat C-D en {0} op deze wijze ge- 
scheiden worden. Volgens (2.3.1) is C-D convex en C-D # ò. Kies 

nu volgens (3,2) een f E E', f # 0, en een door f bepaald gesloten 
hypervlak H' 2 {0}, dat C-D en {0} scheidt (3.1). # 


Opgave « 

1. Waarvoor dient de voorwaarde D # $? 

2. Voor C open geldt HMC =d. Voor C en D open worden C en D 
strict gescheiden. 

3. Zij E een lineaire ruimte, C en D convex, Xx een intern punt van 
C‚ D#d$enCAMND =$. Er bestaat een affien hypervlak dat C en 
D scheidt. Aanwijzing: Pas (2,13.4) en (2.12.2) toe. # 


3.5. Stelling 


3. 


6, 


Zij EE ELC, ò # C convex compact, & # D convex gesloten en CMD =$, 
C en D worden strict gescheiden door een gesloten affien hypervlak H. 


Bewijs zelf dat er een convexe cirkelvormige V € U(0) bestaat, met 
(C+V) M (D+V) = db. Deze verzamelingen zijn open en convex. Pas nu 
(3.3) en (3.4.2) toe. # 


Opgave 

1. Zij E een lineaire ruimte en ACE. Een stutvlak van A (in x) is 
een hypervlak H‚ met xXEHNA en A bevat in Één der door H bepaalde. 
halfruimten. Voor E € ELT, A # & compact en H een gesloten affien 
hypervlak bestaat er steeds een stutvlak van A, parallel aan H. 

2, Voor E € ELT, C convex en gesloten, C # 6 en x € fr(C) (de rand 
van C) bestaat er steeds een stutvlak van C in x, dat noodzake- 
lijkerwijs gesloten is. 

3. Voor E € ELC en C gesloten geldt dat C convex is precies dan als 


C een doorsnede van gesloten halfruimten is. 


FUNKT AN III 20 


U. Voor E € ELCS en C convex compact bepalen de stutvlakken van C 
reeds zo'n verzameling halfruimten. 

5. Zij C CIR° de kegel {(x,y,z) : xX> 0, y > 0, z° $ xy} en 
Ds (lr) 2x 0 ze Ake 
Er bestaat een hypervlak dat C en D scheidt. 

6. Voor E € ELC, F een lineaire deelruimte en x É F bestaat er een 


gesloten hypervlak H 2 F met xÉH. 


3.7. Als toepassing behandelen we wat inleidende eigenschappen van convexe 
functies. 
Definitie 
Zij E een lineaire ruimte, C een convex deel var E. Een functie 
f : C *IR heet (strict) convex indien 
x,y EC, AE (0,1) > F(Ax+(1-A)y) S (resp ODAFf(x) + (1-A)FÉ(y). 


De functie f heet (strict) concaaf indien -f(strict) convex is. 


Elke affiene functie f is convex, evenals f?(ga na). De laatste functie 
is zelfs strict convex als f niet cônstant is. Ga na dat een functie 

£ convex is op C precies dan als de verzameling {(x,a) € ExR:x € C, 
E(X) Sa} (of{lx‚a):xEC, f(x) < a}) convex in ExR is. De verzameling 
der minimaal punten van een convexe functie is convex. Een convexe 


en concave functie is affien. 


3.8. Voortaan is E een l.c.r., X een gesloten convex deel van E en K een 
compact convex deel van E- Voor semi-continu naar boven (beneden) 
wordt voortaan de afkorting s.c.s.(s.c.i.) gebruikt. Ga na dat f 
s.c.i. is op een gesloten ACE GE ELT precies dan als 
{(x,a) E ExXIR : x EA, f(x) < a} gesloten is. A(X) is de verzameling 
der op X continue en affiene functies, {(X) die der op X continue 


concave functies. 


3.9. Lemma 
1. f(X) is een puntkegel in C(X) en f‚g € {(X)>inf(f‚g) € f(X), d.w.z. 
de kegel is inf-stabiel. 
LOO - ACK) is dicht in C(K) t.a.v. de uniforme norm. 
3. AX) is een t.a.v. de uniforme norm gesloten lineaire deelruimte 
van C(X). 
u, f E ME) * £f = Pte voor een d E E' en een c ETR. 


NI 
« 
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1,3 : Evident 
2 1 ACK), dus zeker {(K)-{IK), scheidt de punten van K en bevat 


de constante functies. Voor f‚g € {(K) geldt |f-gl = f+g - 
- 2inf(f,g) € {(K)-{(K). Pas nu de stelling van Stone toe 
CI Dubda 


4 : Voor f € ME) geldt ook & = f-f(0) E ME). Bewijs zelf 
HL2X) = 2x), Hlxty) = HX) +H(y) en pas (I b.3.3) toe. 


3.10. Stelling 


1. Voor f convex s.c.i. op X geldt f = supíg € ME) : xe Xx 


g(x) < f(x)}. 
2. Voor f convex s.c.i. op X is S= le sr ES AE, REX 
>g(x) < f(x)} naar rechts filterend en f = sup Se 
3. Voor E gesepareerd en f affien s.c.i. op K is Ag = {gE ME): 
:XEK glx) << f(x)} naar rechts filterendop Ken f = sup Ar: 
4. Voor E gesepareerd ligt A(E) dicht in Á(K) t.a.v. de uniforme 
norm (Phelps). 


Maak plaatjes! 

1 : De verzameling A = {(x‚,t) : x € X, t > f(x)} is gesloten en 
convex en elk singleton {(y‚s)} met s < f(y) is convex en com- 
pact in ExR. Kies volgens (3.5) een gesloten hypervlak H in 
ExIR dat deze verzamelingen strict scheidt. Volgens (3.7) is H de 
grafiek van een op E continue affiene functie (ga na). 

2 : Kies voor Se nu funeties van de vorm sup(fs»-- fs met 


Ejserst, S Ape 


3 + Stel g‚h © Ag» à een minorant op K van g en h, B = {(x‚;t) : x € K‚ 


AS tsglx)}, C = {(x,t) : xXx EK, A StsSh(x)} en D= co(BUC). 
D is compact en convex volgens (2.9) en DM A = $. Pas nu weer 
(3.5) toe. | 

U : Dit volgt uit (3) en de stelling van Dini-Cartan (I 5.1).+ 


‚ Voorbeeld 


De uitspraken (3.9.4) en (3.10.4) kunnen kort weergegeven worden als: 
ME) = E'+ R is dicht in A(K). We laten zien dat desondanks de door 
Hahn-Banach gesuggereerde uitspraak: "elke affiene continue functie 
op K bezit een continue affiene uitbreiding tot E" i.h.a. niet waar . 


is. 


Dd 
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Zij daartoe E = 1de ruimte der rijen Xx = BIen, met 

supl x, | < co, Voorzie E echter ditmaal van de topologie der punts- 
gewijze convergentie (zie (1.5.2), (1.18.44), (1.26.5), (2.13.3) en 
(2.22.5)). Volgens de stelling van Tychonoff is K = {x : Val x| < 1} 
compact en convex. De afbeelding f : x Lan Xn” met zal < oo, is 
lineair op E(!). De restrictie h van f tot K is affien en continu 
(ga na), maar f is niet continu op E (2.22.5-6), terwijl f de enige 
affiene uitbreiding van h tot E is. 


B 4 
Opgave 


1. Voor f,g convex s.c.i. op X is ook sup (f,g) convex s.c.i. op X. 
2. Voor E gesepareerd en f‚g convex s.c.i. op K bestaat er een groot= 
ste convexe s.c.i. minorant h van f en g op K, d.w.z. deze verzame- 
ling functies is een tralie (pas (2.7) toe). Geef een voorbeeld 
met h # inf(f,‚g). 
3. Voor f convex s.c.s. op K en E gesepareerd is de verzameling 
Ce = {g : -g EMK), xEK > glx) > f(x)} naar links filterend 
en f = inf Ce: Aanwijzing: Kies g,h € Ce. Uit (2.9) volgt het 
bestaan van een convexe s.c.i. functie 1, met g;h 21 > f op Ks 
Uit (3.10.2) en Dini-Cartan volgt dan dat C‚ naar links filterend. 
is. De laatste uitspraak volgt dan weer uit (2.9) en (3.7). 
H. Zij $ convex s.c.i., g concaaf s.c.s. en f(x) > g(x) op K. Er be- 
staat een h EME) met glx) < h(x) < f(x) op K. 
5. Zij C een convex deel van RF en f convex op C. 
a. Voor h > 0 en [x-nh, xtnh] C C geldt 
F(x-ihd-f(x-(i+Dh) Sf(xth)-f(x) Sf(xtli+i)h-f(xtih) voor 
i = 0,..‚n-1, dus ook {f(x-nh)-f(x))/n SE(xth)-f(x) S (F(xtnh)- 
EKE 
b. Uit f locaal begrensd op C volgt f locaal uniform continu op C. 
Voor C = IR en £ begrensd geldt f = ec, 
e. Voor n = 1 en f s.e.i. is f continu. 
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Sh, DUALITEIT 


Zij E € ELT. Voor het onderzoek van de eigenschappen van E en E' 

is het vaak nuttig deze verzamelingen te voorzien van de z.g. 
zwakke topologie. Daar ook nog andere topologieën een rol kunnen 
spelen zal de oorspronkelijk gegeven topologie van E soms aangeduid 
worden als de initiële topologie. Om de eigenschappen van de zwakke 
topologie van zowel E als E' zoveel mogelijk onder Één hoed te van- 
gen voeren we eerst de volgende generalisatie van de afbeelding 


(x,f) f(x) van ExE! in IR in: 


Pd 
Definitie. 
De lineaire ruimten E en F zijn in dualiteit (in duaal verband) 


t.a.v. B, indien B : E x FIReen bilineaire vorm is. De dualiteit 


heet separerend in E indien 0 # x EE > B(x,f) # 0 voor een f € F. 


Definieer nu zelf naar analogie de begrippen separerend in F en 
separerend. Als E en F in (separerende) dualiteit zijn, dan ook F 

en E. In de literatuur wordt met dualiteit ook wel separerende 
dualiteit bedoeld. 

E en E* zijn steeds in separerende dualiteit t.a.v. de (eanonieke) 
bilineaire vorm B : (x,f) > f(x). Voor F C E* zal stilzwijgend steeds 
deze B gebruikt worden. Voor E € ELCS zijn E en E' eveneens in separe- 
rende dualiteit (3.0). | 


Definitie 
Laat E en F in dualiteit zijn t.a.v. B. De zwakke topologie op E is 
de grofste topologie, notatie o(E,F), op E die alle afbeeldingen 


KBR Ef), f EF, dontint maakt, 


Uit de algemene topologie volgt dat een dergelijke topologie op E 
bestaat en dat een basis van o(E,F) gegeven wordt door alle eindige 
doorsneden van verzamelingen van de vorm {x € E : B(x‚f) € U}, met 

f € F en U open inIR. Uit (1.3) volgt gemakkelijk dat (E,0(E,F)) een 
l.t.r. is. Een fundamentaal systeem van omgevingen van O wordt dus 
ook gegeven door alle eindige intersecties van verzamelingen van de 
vorm {xEE : [B(x‚f)| Se}, met f € F en e > 0. Daar x[B(x,6)| een 
seminorm is, is (E‚o(E‚F)) dus zelfs een l.c.r. (2.19,2.20). Uit 
(2.21.3) volgt tenslotte dat E € ELCS precies dan als de dualiteit 


separerend in E is. 
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Merk op dat x*>B(x,f) een element is van de duale ruimte 
(E‚ol{E,F). Dit geeft aanleiding tot de volgende stelling, die 


vaak gebruikt wordt in combinatie met de stelling van Hahn-Banach: 


‚ Stelling 


Laat E en F in dualiteit zijn t.a.v. B. 

1. De afbeelding ® : f(xB(x,f)) is een lineaire surjectie van 
P op (heb) N. 8 

2. ® is bijectief precies dan als de dualiteit separerend is in F. 


1: & is kennelijk een lineaire afbeelding van F in (E,0(E,F))'. Zij 

| omgekeerd &ò E(E,0(E,F))'. Volgens (2.22.6) bestaan er fjo--sf EF 
en een M > 0, met |[b(x)| < M max( | B(x,‚£,)[), dewezs tx) = 0 
indien elke B(x,f;) s es ZA mu vi het functionaal x>B(x,f;), 
T : E>RÌ de lineaire afbeelding xx) e.o (0) en 
v : T(E) >IR de lineaire afbeelding gedefinieerd door W(Tx) = bx). 
Dit kan, omdat Tx = Ty>b(x) = 6(y) (ga na). Zij W een lineaire uit- 
breiding van w tot IR. Als element van CR*)! heeft Ni de gedaante 
VCzjs--s2Z,) = EÀ;Z;» dus ook $lx) = G(TX) = CHEO MEID, = 


1e 
= EA; 0) = B(x,El;f;) en & = DCEAGF:). 


2: Manifest. # 





Als E en F in separerende dualiteit staan, kunnen de lineaire ruimten 
(E‚0(E,P)) en F dus geïdentificeerd worden. In het bizonder geldt 
(E,M)' = (E,0(E,E')' voor (E,U) E ELCS. Voor F C E* wordt F ook wel 
totaal genoemd, indien de dualiteit (x,f) f(x) separerend is, d.w.z. 
x= 0 als f(x) = 0 voor elke f E F. 
Gevolg 

Zij de lineaire deelruimte F van E* totaal. Dan F = (E,0(E,F))' en 

E =P 40CE,EID Ss 

Opgave 

(E‚U) E ELT > Ufijner dan o(E,E') … 

F‚sF, C E*, dan F‚ C FP, id o(E,P,) fijner dan o(E,F,) 

Voor een n.l.r. E is o(ESE'') fijner dan o{ELE) (zie (ITI 4,17)). 
Een familie Ce JE E is topologisch vrij (1.17) voor o(E,F) pre- 


EW NE 


cies dan als er voor elke a een in EF bestaat, met Ble,»f) # 0 
en Bleg sf) = 0 voor a # B. (Beschouw x> Bx, E) en gebruik (1.19) 
en (3.2)). 

5. Een familie Ce PCE is totaal voor o(E,F) precies dan als er voor 
elke 0 # f € F een a bestaat met Ble,,£) #Q €46,06). 
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6. EE ELCS, C C E convex, dan C gesloten ® C gesloten t.a.v. 
ALB,B' 36,3, 

7. E een n.l.r.; Cx) G Es XX zwak, dan bestaat er een rij Gy) 
van convexe combinaties der Xj> met y, * Xx in norm (kies 


Cc = colx_}). 


Voortaan is E éen gesepareerde l.c.r., met topologie W. Tenzij anders 
aangegeven is E' steeds voorzien van oc(E',E). Deze topologie heet ook 
wel de w*-topologie, o(E,E') heet ook wel de afgezwakte topologie. 
Merk op dat de restricties van en o(E,E') tot een compact deel K van 
E samenvallen. Voor het nu volgende onderzoek van zwakke compactheids- 
eigenschappen is van belang: 

Definitie 

Een ton in een locaal convexe ruimte G is een convexe, symmetrische, 
gesloten en absorberende verzameling. G heet een tonruimte indien 


elke ton een omgeving van O0 is. 


Elke Baire-ruimte is een tonruimte. Zo'n ruimte voldoet nl. aan de 
eigenschap dat ze niet de vereniging is van aftelbaar veel verzamelin- 
gen Aj met Â, z= Ò. I.h.b. is elke Fréchetruimte, en zeker elke Banach- 
ruimte, een tonruimte. Elke lineaire ruimte G, voorzien van de fijnste 
locaal convexe topologie (2.12.2) is een tonruimte. De volgende stel- 


ling hangt samen met de stelling van Ascoli (I 5.16) en (1.23): 


Stelling 

Zij E een tonruimte en F C E'. Equivalent zijn: 

1. F is equicontinu. 

2. F is o(ESE) voorwaardelijk compact. 

3. F is o(E,E) begrensd. 

Voor E € ELCS geldt 123 en E is een tonruimte indien 31 voor 
elke F. 


ld Voorzie RF van de topologie Wder puntsgewijze convergentie 


(1.5.2). Voor deze topologie is E* een gesloten deel van RF en is 


ook F equicontinu (ga na). Op E' is o(ESE ) gesepareerd en minder 


fijn dan (4.2). Het is dus voldoende te bewijzen dat F compact is 


voor U. Volgens de stelling van Tychonoff is hiervoor voldoende dat 
elke verzameling f(x) : f € Ff} ‘compact 
is in R. Voor zekere UE U(0) geldt |f(x)| <1 voor elke x E U en f € F, 
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Pas nu (1.22.3) toe. 

rds Dik Volgt uit £1:28.6), 

31: Kies e > 0 en zij Ú = {x : fEF=>|[f(x)| Se}, U is convex, 
gesloten en symmetrisch. Uit (3) volgt dan achtereenvolgens dat 
(f(x) : f E F} begrensd is voor elke Xx, dat U absorberend is en 
dat U een omgeving van O0 is. Hieruit volgt de equicontinuïteit van 
F in O0, dus ook overal. Zij nu A een ton in E. Uit (3.6.3) volgt 
dat A= Ax: fErFr=|f(x)| < 1} voor zekere F CE! (ga na). Uit 
het absorberend zijn van A volgt dat F o(E,E) begrensd is. Uit 
(3) *(1) volgt dan de existentie van een UE (0) met x E U, 

FE F=|f(x)| < 1, dew.z. UC A. E is dus een tonruimte. + 


Gevolg (Alaoglu) 


De eenheidsbol van de duale van een n.l.r. E is o(E,E) compact. 
Deze eenheidsbol (t.a.v. de norm (I 1.10)) is o(ELE) gesloten 
(ga na) en equicontinu, dus ook voorwaardelijk compact t.a.v. 
O(ELE). # 


Opgave 
Bewijs nog eens de volgende resultaten (zie f.a.II, principe van de 


uniforme begrensdheid): 


1. E n.l.r., ACE, dan A begrensd*sup{lf(x)| : x € A} eindig voor 
elke f € E' (gebruik I 4.18). 
2. E Banach-ruimte, F C E', dan F norm-begrensd * sup{jfla| « fEP} 


eindig voor elke x € E, 
3. Zij E = C([O0,1]) met de uniforme norm. De verzameling 


{uEE': lull= 1} is niet o(E,E) compact. Aanwijzing: kies 
ie f > (f(x) — f(O)) en laat x > 0. 
Voorbeeld 


De Fréchet-ruimte van (2.22.4) is een tonruimte. Deze ruimte bezit 
zelfs een (volgens (1.15)) merkwaardige eigenschap. We zullen nl. 
bewijzen dat E een: Montelruimte is, d.w.z. een gesepareerde tonruimte 
waarin elke begrensde verzameling voorwaardelijk compact is. 

Zij A begrensd in E. Voor elke n en m is volgens (2,21.4) de verzame- 
ling gent), f € A} uniform begrensd op [-m‚ml en dus A = Lem), FE A} 
equicontinu op [-m‚ml. Volgens de stelling van Ascoli de den Ate 
voorwaardelijk compact t.a.v. de uniforme norm op F-m‚m]. Zij hu ten- 
slotte (£‚) een rij in A. Omdat E metriseerbaar is, is het voldoende 
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te bewijzen dat (£‚) een verdichtingspunt in E bezit. Uit het 
voorafgaande volgt door inductie dat, voor elke m, (£‚) een 

deelrij (En 2 bezit, met CE 1) convergent t.a.v. alle nen 
ki 


met n $< m en ne: dl deeirij en Ca i De diagonaalrij 
ms 


m+1,i 


(E_ , is dan convergent t.a.v. alle seminormen. 
bÀ 


Opgave 

1. De initiële en zwakke topologie vallen samen op elk begrensd 
gesloten deel A van een Montel-ruimte. 

2. In een Montelruimte is convergentie van Xx, naar Xx equivalent met 

… zwakke convergentie van x, naar x ((h.9.1) geldt ook voor EEELCS). 


3. Een genormeerde Montel-ruimte is eindig dimensionaal. 


Als toepassing behandelen we een aantal resultaten die een centrale 
rol spelen in de moderne convexiteitstheorie. 

Voortaan duidt K steeds een compacte convexe densan aan 
van een l.c.ruimte. Ga na, dat A(K) (3.8) een bocofoid is, d.w.z.: 


Definitie 


Een bocofoid is een uniform gesloten lineaire deelruimte H van een 
C(X) , met X compact en H # {U} > 1, : XxX 1 EH. 

Een toestand op een bocofoid H is een u E H', met Ilyll= u(1) z= 1. 
X(H) is de verzameling der toestanden op H, voorzien van de door 
o(H,H) geïnduceerde topologie. 


Lemma 


Zij {0} # HC C(X) een bocofoid. 

1. Voor u € H' zijn equivalent: 
a. u € X(H) 
b. Wull = 1 en u > 0 (d.w.z. WCE) > 0 voor f > 0). 
e. u(1) = 1 en uw > 0. 


2. X(H) is convex en compact. 


1: Voor u EXK(H) en OS f S 1 geldt u(f) = U(1)-u(1-f) = Null -uli-f) > 
> [lull Il uli 1- Il ee Ùs Omgekeerd volgt uit u > 0: 0 S u(1) = |U(D| < 
S Iull = sup{lulf)| : NEN & 1} S UCI). 

2: Volgens (4k.8) is {uEH' : lul < 1} compact. Voldoende is dus dat 


K(H) hier een gesloten deel van is. Verifieer dat zelf aan de 
hand van (1c). (Vergelijk (#.9.3)). Ook de convexiteit volgt een- 
voudig uit (1e). # 
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Definitie 

1. Zij K compact en convex. De afbeelding 8 : K > K(A(K)) wordt 
gedefinieerd door 8 : x > (f > f(x)), x € K, f € A(K). 

2. Zij HC C(X) een bocofoid. De afbeelding A : H >A(X(H)) wordt 
gedefinieerd door A : f > (u u(£)), f EH, uEK(H). 

I.p.v. ô(x) en A(f) schrijven we ô, en Ag. 


A en 8 worden wel evaluatie afbeeldingen genoemd (waarom?). Ga zelf 
na dat 8, € X(A(K)) en A, E A(K(H)). Het volgende resultaat toont 


aan dat de studie der compacte convexe verzamelingen verregaand gelijk- 
lijkwaardig is met die der bocofoiden. Bovendien blijkt dat we H en 


K steeds mogen vervangen door meer gespecialiseerde verzamelingen. 


Stelling ; 


1. (Kadison) 8 is een affiene homeomorfe bijectie van K op K(A(K)). 
2. (Kadison-Alfsen) A is een lineair isometrisch orde isomorfisme 


van H op A (K(H)), met Ais = TH): 


14:Zij H = A(K). Voor K = & geldt K(H) = &. Stel dus voortaan K # fi) 
Voor à € [0,1], Xs y Ë Ken f EH geldt Ön) yf z Êf(AXH(1-N)y) = 
= AfCx)+(1-A)f(y) = A8, CE) H(1-ND8 (DD), d.w.z. & is affien. 

B:Voor x # y bestaat er een f E H met f(x) # f(y) (32) deden Ô 
is injectief. 

Y:Zij V een omgeving van 6 in K(H). Volgens (4.2) bestaan er 
Fjoesof, € H en Ejs--sE, > 0 met {u E K(H) TuCE-6,(£)| & E, > 
1Sisn} CV. Kies U= {yEeKkK: [£; GO-f; y)| Se; 1< is n}. 

U is een omgeving van x en &(U) C V, d.w.z.8 is continu. 

ô:Volgens (y) is: 6(K) compact. Volgens (B) is dan 8 ook een homeomor- 
fisme van K op 8(K). 

e:Stel u € X(H)NS(K). Volgens (a) en (8) is 8(K) gesloten en convex. 
Volgens (3.5) bestaat er een $ € (HSo(H'H))' die {u} en 6(K) strict 
scheidt. Volgens (4.3) is & van de vorm u > u(f) voor een f E H, 


d.w.z. sup (f(x) : x € K} < u(f) (3.1). Echter ook u(f) < sup{f(x) 
Xx Ee K}(ga na), tegenspraak. 


2a:Zij K = KH). Ga zelf na dat A lineair is en dat Aix * Ik: Uit 
(h.13.1) volgt dat A positief is. Omgekeerd volgt uit Ag > 0 ook 
Aglê) z= f(x) > 0 voor elke xE X, d.w.z. f > 0 en A is een orde 
isomorfisme van H op A(H) (merk op dat Ö, : fef(x) element is van K), 
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B: WEI > sup{lulD)| : u EK} = WALL en omgekeerd WA ll = Sup 
{|A Gl uE K}) > supí|A,(6 1: xEx} = Ell. A is dus een isometrie. 
Y: Resteert het bewijs van A(K) = A(H). H is een Banach-ruimte, 
dus ook A(H). I.h.b. is A(H) gesloten in A(K). Uit (4.13.2) en 
(3.10.4) volgt dat (H‚o(H,H))'+IR uniform dicht ligt in A(K). 
Het is voldoende te bewijzen dat deze verzameling bevat is in 
ACH). Zij dus & een zwak continu lineair functionaal op H' en 
c ER. Volgens (4.3) bestaat er een f E H‚ met blu) = U(F) voor 
elke u € H'. Tenslotte geldt $+c = Aso) daar Aes (H) = u(E+c) = 
z blu)te. H# 


Voor het formuleren en uitbuiten van deze en soortgelijke resultaten 
is de theorie der categorieën het aangewezen hulpmiddel. 


Ar 


Opgave 

Zij K compact convex en H een lineaire deelruimte van 4(K) die de 

punten van K scheidt en met 1 € H. Zij H de afsluiting van H in A(K). 

1. De afbeelding & : X'* (f > f(x)) is een continue affiene injectie 
van K in X(H). 

2. $ is een bijectief homeomorfisme van K op &(K). 

3. ® is een bijectief affien homeomorfisme van K op KCH). 

u. E= A(K), d.w.z. H is dicht in A(K). 
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85. DE STELLING VAN KREIN-MILMAN 


Zij K CIR? een driehoek. K valt samen met het convexe omhulsel 
van zijn extremaalpunten. Bovendien is elke x € K op precies 

één wijze te schrijven als een convexe combinatie van de extre- 
maalpunten. Deze uitspraken kunnen worden gegeneraliseerd tot de 
stelling van Krein-Milman en de - meer informatie biedende - 
stelling van Choquet. 

Definitie 

Zij E een lineaire ruimte en C C E convex. Een punt x € C heet 
extremaal punt van C, notatie x € 8 (C), indien 

kE Dolls Is Es mert CLAES KHE He ze 


Opgave ad 
E C={xEE: (ixlla = (zx)t < 1}, dan 8 C = {xEE:llxlla = 1}. 
2. E=R,C={xEE: [Ixia <1, x;>0 (allei)}, dan 
8,C = {0} UX E C: [Ixia = 1}. 
3. E = l is de ruimte der begrensde rijen x = Der, met 
xl = sup| Xl en C ={xEE: Wall = 1}. Hiervoor geldt 
öC IS Es nEN>x, zt Als 
h, Zij E de verzameling der Lebesque-meetbare functies op [0,1] en 
C={fEE:0SfS1}. De extremaalpunten van C zijn de karakte- 


ristieke functies der meetbare verzamelingen 


== 1 1 zei 
5. Zij C CIRhet gesloten convexe omhulsel van (0,0,1), (0,0,-1) 
en de cirkel z = 0, (x-1)2 + y? = 1. De verzamelingë C is niet 


gesloten. Men kan bewijzen dat voor elke gesloten convexe C C IR? 
ook 8 € gesloten is. 
Zie ook (1 7.9 e.v.) voor de rol van dit begrip in de approxima- 


tie theorie. 


In een puntkegel D is 0 extremaalpunt precies dan als D scherp is 
CZaleSde Andere. extremaalpunten zijn er niet. In dit geval is het 
volgende begrip meer relevant: 

Definitie 

Een halfrechte {Ax : A20} in een puntkegel D heet extremaal indien 
x-YyED, yED-y = A\Xx voor een A20 (plaatje!). 

Voor een scherpe kegel geldt zelfs A € [0,1], daar xED en (1-A)xED. 
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Lemma 
Zij D een puntkegel, 0 # xED en H een affien hypervlak met 
0E H>x. De halfrechte L z {Ax : A\> 0} is extremaal precies 
dan als xE 8 (H MD) 


Zij L extremaal en x = Xy + (1-A)z met AE (0,1) en y;z EHND. 
Uit (5.3) volgt y = ax en z = BX voor zekere a;B20. De punten 
Xs aX en BX zijn bevat in H. Uit 0 @£ H volgt dan a = 8 = 1. 
Stel omgekeerd x Es (H ND) en x= y + zZz, met y,ZzED. Als xen y 
onafhankelijk zijn heeft het 2-dimensionale vlak V, opgespannen 
door Xx en y, een lijn gemeen met H en x is inwendig punt van 
VAHAGD (ga na). # 


‚ Het hypervlak in dit criterium moet dus een niet lege doorsnede 

met L hebben. 

Definitie 

De doorsnede van een affien hypervlak H ® 0 en een puntkegel DCE 
heet een basis (of zool) van D indien H elke halfrechte van D snijdt. 
Voor een gesepareerde E € ELT eist men bovendien dat H gesloten is. 


hi 


Lemma 

1. HAND is een basis van D precies dan als D de puntkegel is, opge- 
spannen door HAD. | 

2. Voor E € ELCS en 0 £ K, K convex en compact, bezit de door K op- 


gespannen puntkegel een compacte basis. 


1: De puntkegel opgespannen door HAND is de verzameling 
n 
A= {EMaj t NP1,(a,)CHND, O),C R'}(2.4.3). Uit A= D, 
1 : 
a = DAs en 0 # xED volgt x = a E rn a:. De tweede factor is 
1 


element van HAND, dus HND snijdt de halfrechte door x. De 
noodzaak van de voorwaarde is nu ook evident. 

2: Zij D de door K opgespannen puntkegel. Kies volgens (3.5) een 
gesloten affien hypervlak H dat {0} en K strict scheidt. Uit 
(3.1) volgt dat HND een basis van D is (ga na). Uit 
HAD = HMeol{0} UK) en (2.9) volgt dat de basis compact is.+ 


Vergelijk deze resultaten met (2.5). 


Opgave 
1. In IR heeft elke gesloten scherpe kegel een basis. 





5. 


5. 


1 


B. 
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2. Zij CCE convex en niet leeg en D een puntkegel. C is een 
basis van D precies dan als 0 niet bevat is in de door C op- 


gespannen affiene deelruimte en D = {AC : A20}. 


Voortaan is weer E € ELCS en K # & compact en convex. 
Lemma 
Voor K metriseerbaar is 8 (K) een Gs (d.w.z. een aftelbare doorsnede 


van open verzamelingen), 


Zij nl.d de metriek in K en Fn z=XKEK : Jy,ZEK x= (y+2)/2, 
dly,z)>1/n}. Elke EF, is gesloten en VE, = Cs (ga na). # 


Essentiëel voor deze paragraaf is de volgende techniek: 

Definitie 

Een gesloten deel A van K heet stabiel (of extremaal deel of zijde 
van K) indien A #4 & en a,;bEK, (a,b)NA fb * a,bE A. 

Zij F'de verzameling der stabiele delen van K.! 


Lemma 

1. KEF 

2. {a}E€ Fe a€ sk 

3. (A) CF, NA, # ò=NA EF | 

hk. g concaaf s.c.i. op K‚, A EF, dan As z {XEA : g(x) B gy} eF 

1-3: Manifest. 
U: Stel a,bEK, AE (0,1) en Cc = Aa + DSA Men heeft a,b€ A 

en gle)eAgla) + (1-NDglb), dus ook a,bE Ag H. 


Stelling (Minimum principe van Bauer) 


Elke concave s.c.i. functie f op K neemt zijn minimum aan in Ö Ks 
diw.z. f( KD 20m f(K) 0, 


Volgens (5.8.4) is A= {XEK : f(x) = af £(y)} stabiel. Uit (5.8.3), 
de compactheid van alle BE Fen het lemma van Zorn volgt het bestaan 
van een minimale BEF met B C A. Volgens (5.8.2) is het nu voldoen- 
de te bewijzen dat B een singleton is. Dit volgt echter uit (3.5) 

en (5.8.4). # 


Stelling (Krein-Milman) 
K = col8 K). 





9.11. 
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Voor E = R is dit (bijna) de stelling van Minkow ski. Evident is 
KOL, met L = cols). Voor xEK\L bestaat er volgens (3.5) een 
fEE!' en een c EIR met f(x)<e en f(L) ce. Het minimum van f wordt 
dus buiten 8 CK) aangenomen, in tegenspraak met (5.9). # 


Gevolg . 
Voor L CK compact geldt K = coll)» 8 OC L. 


et Dit wolgt wie (B.J. 

> : Stel xEê (K)NL. Kies VELRx) met VAL = $. Volgens (4.6) en 
(4.2) mogen we aannemen dat & - TN. .AT» waarbij elke IT, de door- 
snede van K met een open halfruimte is. De verzameling 

Ie col (K-T,)U, „U(K-T_)) is convex en compact (2.9). Uit xEs (K) 


volgt x £ C‚, terwijl ook eo(L) C col (K-T‚)U. „UK-T,)) z= C(ga na). 


Opgave 

1. Vul het laatste deël van dit bewijs aan tot een bewijs van de 
bewering: Voor elke xE8 (K) vormen de doorsneden van K met de 
open halfruimten van E een fundamentaal systeem van omgevingen 
van Xx in K. 

2. Deze eigenschap is ook voldoende voor xE 8). 

on 8 teol LD) CL. 

4, De eenheidsbol in de ruimte ce, der rijen Cx) C IR met x,”0, 
voorzien van de supnorm, is.convex en gesloten, maar bezit geen 


extremaal punten. 


Het volgende voorbeeld toont aan dat (5.10) niet zwakker geformuleerd 


kan worden. Zij 1” de Banach-ruimte der x = Cx) cmrÌ, met 


xl = sup|x,| <ee. Zij e, = 0 ene, = Cen ‚id met eni * 0 voor i # n 
El Bn 1/(n+1). Zij K het gesloten convexe omhulsel van de rij 

bl en: 
Ce dn=g" Uit (2,10:5) volgt gemakkelijk dat K compact. 


is. Uit UO = {e, : n 20} volgt dat colê (KD) slechts bestaat uit 


eo 
elementen met eindig veel coördinaten # 0, terwijl E 2e, EK. 
: N 


Voor Ez IR 


bewijzen de sterkere stelling van Carathéodory: elke xEK is convexe 


zegt de stelling van Minkowski echter K = col8 Kk). We 


combinatie van hoogstens n+1 extremaalpunten van K. Dit is triviaal 
voor h = 1. Laat de stelling bewezen zijn voor E =IR2TÌ, We onder- 


scheiden twee gevallen: 
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Bewijs zelf (b.v. met behulp van (3.3) en (4,6) dat er voor 
xEfr(K) een stutvlak H van K door x bestaat. Daar HNK convex 

en compact is, is Xx een convexe combinatie van ten hoogste n 
punten van Ö (HAK) CS (K). 

Zi EK: y Es (K) en L een rechte door x en y. LAK is een geslo- 
ten interval [y‚zl, met zEfr(A). Pas nu weer (a) toe. 
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86 Radonmaten 


De uitspraak (5.1) kan ook als volgt geformuleerd worden: elke 

xEK is zwaartepunt van een verdeling van de eenheidsmassa over 

de hoekpunten van K. Bij generalisatie hiervan tot willekeurige K 

doemen de volgende vragen op: 

1. De existentie van een dergelijke massaverdeling (d.w.z. van 
een Radonmaat). 

2. De eenduidigheid ervan. 


3. Is deze maat geconcentreerd op 8, (K). 


In (6.9) zal blijken dat de laatste eis i.h.a. niet vervuld wordt. 
Het is echter wel mogelijk hiervoor een surrogaat te vinden. We 
geven eersteen aanvulling op de inleiding in de theorie der Radon- 


maten van (I 68). 


Zij (E‚) een familie locaal convexe ruimten, E een lineaire ruimte 

en, voor elke a, f, een lineaire afbeelding van E‚ in E. zij Ff het 

systeem der VCE met Y convex, symmetrisch, absorberend en EV 

omgeving van O0 voor elke a. F is kennelijk een filterbasis met 

AVE F voor VEF en A # 0. Ook geldt V = JV + JV (2.3.2). Volgens 

(1.11) is F dus fundamentaal systeem van omgevingen van O0 voor 

precies één lineaire topologie U op E. Evident is (E,WE ELC. 

Stelling 

1. Vis de ent vere topologie op E die voldoet aan de eigenschap: 
Voor elke FE ELC en elke lineaire f : EF geldt dat f continu 
is, precies dan als elke fsf, continu is (d.w.z. & is de finaal 
l.c. topologie op E voor (E) en (ED). 

2. Wis de fijnste l.c…„ topologie op E die alle Fo continu maakt. 


1: Als f continu is, is ook elke fef, continu. Zij omgekeerd elke 

Fer£, continu. Voor elke convexe symmetrische omgeving V van 0 in F 
geldt £°'(V)E Fga na), dus f is continu (1.7.6). De eenduidigheid 
volgt uit (2). 

2: Zij i de identieke afbeelding van E. Uit de keuze van F = (E,) 

en f = iÌ volgt de continuiteit van elke fn: Zij ook elke ft En” (EE!) 
continu. Uit de keuze f = i : (EL) *(E,E') volgt @'CU. H# 


Zij nu X locaal compact, E = COO, laat a het systeem der compacte 
delen K van X doorlopen en zij fr = ik de natuurlijke inbedding van 
COD in C_(X). Elke CD is voorzien van de topologie Wel, der 

uniforme convergentie op K en deze topologie is de restrictie tot K 
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van de topologie ||-|| der uniforme convergentie op X. 

Zij nu voortaan & de finaal l.c. topologie op CX) t.a.v. 

(CLO ol el) en (i). Uit de definities volgt onmiddellijk dat ie 
fijner is dan ||*|| en dus ook dat | 1% de door & op C‚0 geinduceer- 
de topologie is. Daar |l*|| gesepareerd is geldt ook (CO DE ELCS. 
Deze ruimte is zelfs een tonruimte. Zij nl. A een ton en K compact. 
De verzameling ÀÂ' = {fEA : supp(f) CK} = ie (A) is een ton in de 
Banachruimte CO, dus een omgeving van O0. Hieruit volgt A€F. 


Opgave 

Zij &U' de topologie der compacte convergentie op CO ED 
1. €! is grover dan WU. 

2. Voor b.v. X =IR is W' strict grover dan U. 


6,3. Definitie: 
Een Radonmaat u op X is een element van M(X) = (COD. De vage 
topologie op M(X) is de topologie oUMUX) „COD. 


Uit (6.1) volgt dat deze definitie equivalent is met (I 8.1). Zie 
(I 8.10-11) voor de definitie van het begrip drager van een Radon- 
maat. Merk op dat uit (I 8.11.8) volgt u = he, A # 0), indien | 
supplu) = {Xx} en e, de Radonmaat fe f(x) is. /Ì(X) is steeds voorzien 


van de vage topologie. 


B. Zij nu (Me de verzameling der begrensde Radonmaten op X (I 8.3), 
dew ze MX) = (COO, Well in en zij Mi oo de verzameling der (Radon) 
kansen (el) ‘u 0, llull = 1}. 

Lemma 

die {u € MN, (X) : lul <1) ì een (vaag) compact deel van MX). 

2. De afbeelding xe, is een homeomorfisme van X in MX). 
+ é hi 

3. ML (X) is convex. 





1: Pas (4.7) toe op de tonruimte CX) en gebruik de definitie van |lull. 
2: Zij X = XU {ee} eén Alexandroff compactificatie van X. Uit e‚ # 0 
voor xEX en het feit dat CD de punten van X scheidt volgt dat de 
afbeelding e : XE, (xEX), Ee = Os een injectie is. Uit x>y en 
FEC), dus Fee) = 0, volgt f(x) >£(yY), e‚(P) >e, (PD) en € is 
continu. Een continue afbeelding van een compacte ruimte in een gese- 
pareerde ruimte is echter een homeomorfisme. 

3: Dit volgt uit Ilutvll = lul +vll voor u‚ve lp (I 8.8.2). # 
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Voor X niet compact is ee verdichtingspunt van X en lim e= 0. 
: ‚ s 

In dit geval is dus MI (Xx) niet compact. Echter: B 

Stelling 


Voor X compact is MO) compact en convex en is de afbeelding 


e : x'>e, een homeomorfisme van X op 8 MOOD. 


In dit geval geldt (C,(X),) = (COOL -I), dus Mi OO = KCH) is 
convex en compact (4.13.2). Uit e,& 8 UI CO) volgt €, = Aut(1-A)v 
voor zekere A €E(0,1) en u‚,vVE mio. Voor zekere fEC(X) geldt dan 
HCE) # FGO, wf) f 0, (| f-FGO|)>0 en e‚(|f-f(x)|)>0, tegen- 
spraak. Zij omgekeerd HES UO). Voldoende is het bewijs van D = 
supp(u) = {x} voor zekere x. Zij dus VCX open met DNV # & en 

DN (V # $ en zij A = n(ij). De afbeelding v : fr u(1y£)/A is volgens 
(I 8.34.7, 8.4) een Radonmaat op X. Uit u = Av+(1-A) (u-Av)/(1-A), 
NE(O,1) (I 8.11.9), VEMIH) (4.13.1), (H-Av/(A-MDEMTK) en u # v 


volgt nu een tegenspraak. G# 


Combinatie met de stelling van Krein-Milman levert nu de uitspraken: 
elke kans uE A (Xx) ligt in het gesloten convexe omhulsel der puntma- 
ten en kan worden geidentificeerd met een kans op de extremaalpunten 
van MO). 


Voor de generalisatie van uitspraak (6.0.1) is nog nodig: 

Definitie 

Zij E € ELC en XCE compact. Een punt xEX heet zwaartepunt van een 
kans u op X, notatie x = blu), of u representeert Xx, indien f(x) = uU(£) 
voor alle fEE', . | | 
Zie Bourbaki, Intégration, III 53 en IV 67 voor een andere invoering 
van dit begrip. Voor E € ELCS bezit elke kans ten hoogste één zwaar- 
tepunt (3.0). Voor f lineair en u-integreerbaar hoeft f(b(u)) = u(f) 


niet te gelden. 


. Stelling 


21 ES ELCS, KCE compact en convex, L CK compact en 

Mr 5 {u € MK) : supp(u) CL}. De afbeelding u*b(u) is een continue 
surjectie van.M, op co(L), 

1: Uit de voortzettingsstelling van Urysohn en (I 8.11.8) volgt 


eenvoudig de existentie van een homeomorfisme van My, op 
(uE MÙ CcoCL)) : supp(u) CL}. Voortaan veronderstellen we dus K= co(L). 





Ban ee 


Ë md 
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2: We bewijzen eerst: de existentie van b(u) voor elke uE M 
Uit (3.9.4) en (3.10.4) volgt dat x =b(u) equivalent is met 
F(x) = H(F) voor elke FEA(K). Voor elke uEM(K)C C(K)' geldt 
u = rest gy) € KAK) en de afbeelding u*%ú is continu. Volgens 


L: 


(4.15.1) is dan ook de afbeelding u*8"* (@) continu, terwijl 

x= 8 I(H)EK en f(x) = Ù(E) = U(F) voor elke FE AK). 

3: Uit de definities volgt dat M‚ convex en gesloten is, dus ook 
compact volgens (6.5). De verzameling b(M,) is dus een convex com- 


pact deel van K dat L bevat, daar b affien is en ble) z= Xx. # 


Opgave 

4 BEK compact. IÙ (Xx) is een convexe kegel en MÌ (XX) is hiervan 
een compacte basis. 

2. Zij E € ELCS, KCE compact convex, uE MK) en Xx = bu). Voor 
f=>0 convex s.c.i. geldt f(x)S u*(f). Zie (3.10.1), (I 8.13). 

3. Zij K compact en convex, f convex s.c.s. op K, dus naar boven 
begrensd. 
a. Voor f niet naar beneden begrensd geldt lim inf f(y) = — 
voor een xEK. ae 
b. Dit geldt zelfs voor elke xEK. 
ec. Voor elke n is A= {x 1: f(X) -n} gesloten, met leeg inwendige 
en K z VA: Dit is strijdig met de stelling van Baire, dus f is 
naar beneden begrensd. 
d. Voor KCEEELCS en x = b(y) geldt f(x)Su(f). Zie (3.12.3) en 
(I 8.14.3). 


De stelling van Krein-Milman kan dus ook als volgt geformuleerd wor- 
den: Voor K compact en convex in E € ELCS geldt K = b( ), d.w.z. 
| ú nn IS 
elke x is zwaartepunt van een EMK), met 

supp(u) Cô(K). 
Echter helaas: 


Voorbeeld 


Zij Be 1 tT Hebt en Ks Îxe erf rpl» zaet}. 
K is kennelijk convex en gesloten. Elke ZzEK met p(z) = 1 is extre- 
maal. Stel nl. A€(0,1), x # Ys X,yEK en z = Ax + (1-A)y. Hiervoor 
geldt 1 = A?p(x) + (1-A)2p(y) + 2A(1-ADZ2?P xy, S ALD(x) + (1-2 + 


HALA (P(X) + py) SAp(x) + 1-A2, diw.z. ALS ALDp(x), tegenspraak. 
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Wegens de continuiteit van p is omgekeerd elke z met plz) # 1 niet 
extremaal. 


Zij e>0 en plx)<1. Kies z en n met Zj = Xj voor ifn; 


a En = 2 EA t-plx)) en 2 ‘7 <e?. Hiervoor geldt zeöK en 

Iz-xl| Se, d.w.z. ô,(K) z= K. Op soortgelijke manier bewijst men dat 
K precompact is, dus ook compact (I 5.15). 

De uitspraak supp (u) C 8, UK) trapt in dit voorbeeld dus een open 


deur in. 


Voor elke xEK is b”'(x) compact en convex (6.7) en bevat alle dis- 
n n 
crete kansen Ehr. met A) CR, ; ZA;Xj 5 Ks 
Stelling 
Voor KCEEELCS compact en convex en xEK is b”'(x) de afsluiting van 


de verzameling der discrete kansen, met zwaartepunt x. 


Kies een omgeving U van uEb'(x) van de gedaante U = Wem) 
[uCE;) - vgl Se}, Fo -sfGEC(K). Er bestaan y4»-:;YnS K en geslo- 
ten convexe omgevingen Vise -5Vo van 0 in E‚ zodanig dat 

n 
|£; (2) - f, Wp <e/2 voor alle i en ZEK N(ystV.), en KEV). 
Kies 84°" >En ECO, met 0Sg;S ds supp(g;) ergg en Eg; = 1. 
Zij u; fs ulg;d/ulg;) voor u(g;) f 0 en anders u; = Eys: Voor 
As E H(g;)» xj 5 b(u;) en fEE' geldt dan f(x) = u(f) = ACE ERACH, = 
= EA;f(xj) = FEA XI); diw.z. x = EÀ;X,- Anderzijds geldt voor 
1SjSm: % ° 


[2Ajex, (£3) en uE) SEA;le 


xj (fj) — u; (FOIS DALE; xj) = fly) + 


. Gevolg (Bauer) 
-_ Ì me 
xE8 (K) “b"'(x) = fe}. 
Uit x = Ay + (1-A)z volgt x = b (Ae, + (1-Me_), dus b”'(x) # le}. 
Zij omgekeerd xE8 (Kk) en HEb *(x). Volgens (6.10) mogen we veronder- 


stellen dat u = Ihjex,” maar dan ook Xx = Blix; en Xx = X;. FE 


Opgave 

in niet 
Zij KCEEELCS convex en compact. Een “leeg compact deel A van K is 
een zijde van K (5.8) precies dan als 
HEIK(K), DOW) EAS supplu) CA. 
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87. De stelling van Choquet. Existentie. 


In (6.9) is een gedeeltelijk antwoord op de vragen van (6.0) ver- 
kregen. Niet uitgesloten is echter dat de drager van de x repre- 
senterende maat K zelf is. De eis (6.0.3) zal dus afgezwakt moeten 
worden. Hierbij zijn de abstracte maat theorie en de theorie der 
analytische verzamelingen voor de hand liggende hulpmiddelen. We 
zullen deze echter zoveel mogelijk omzeilen. 

Voortaan is X een compacte ruimte en K een convex compact deel van 
E € ELCS. E 


Intuitief duidelijk is dat hoe meer een maat geconcentreerd is op 
8), hoe groter u(f) wordt voor convexe f. Dit geeft aanleiding 
tot de volgende, uit de potentiaaltheorie stammende 

Definitie | 

Zij S een gesloten convexe kegel van continue functies op X, die to- 
taal is (1.17) en de constante functies bevat. Stel u,v e Mo). 

Men zegt dat u een gebalayeerde van v t.a.v. S is, notatie v< u 

er wan indien f € S > v(f) > u(f). 


In een meer algemene definitie is S zelfs een verzameling van s.c.i. 
functies van X in (-e,o]. {(K) is steeds de in. (3.8) gedefinieerde 


kegel. Wegens (3.9) voldoet deze aan alle eisen. 


ad 


‚ Lemma 





1. < is een ordening op Mm oo met Au < Av en utn< vtn voor u< vs 
nemo) en À 20. 

S, „8 55) 

Uit v<u volgt full = lvl. 

De verzameling {u : u# v} is vaag compact. 

Uit OSu' Su (I 8.5) en u maximaal t.a.v. < volgt u' maximaal. 
. Elke t.a.v. < naar rechts filterende familie Gi) EE 00 bezit 


een majorant. Voor S = {(K) geldt bovendien: 


oo an FE ww NO 
. . . . 


Pi bur? = DT)» indien u <v en v # 0. 
8. eu EMK) en blij = xe 
9. xee U) se, maximaal. 





RES 


jn 


af 


Pe 


f Temse 


FUNKT AN III ie 


1e 8-8 Miet dieht an CCA. 
Ze Stel $e$ en f E€ES,\S, . Volgens (3.5) bestaan er een ne MX) 
en een a pn KR met n(f)>azsupin(g) : gES,}. Daar S, een kegel 


is kan a = 0 gekozen worden (ga na). Hieruit volgt rd ns 


n° rn en n(D)<n (£), terwijl n(£) = n"(D-n (£)> 0 


(18.5 - 8.6). 

3: Hul = H(ISVCI) = vl = -v(-IS -ul-1) = Iluil. 

4: De verzameling {u : uv} is vaag gesloten. Pas nu (3) en (6.4.1) 
toe. | 

Br Uit uwe MÙ O0 en vu volgt veu-u! >u.(1), dus veu-u! = u 

en vs u'. 

6: Volgens (4) bezit voor elke ag de familie {u Hog > Ho } een ver- 
dichtingspunt Üs in M(X). Ga zelf na dat dan cel Ho B, (£) 
voor fES,‚ dus ouk Üo = u onafhankelijk van ag en Ho CE) > u CES voor 
fEC(X). 


7: uU(E) = VF) voor FEMK) = LK) N (-4(K)). 
8: Pas (6.8.2) toe. 
9: Pas (8) en (6.11) toe. + 


Opgave 
Voor SCC(X) willekeurig geldt nog steeds: 
. < is een preordening met de in (7,21) gegeven eigenschappen. 
2. S brengt dezelfde preordening voort als de door S opgespannen 
gesloten convexe kegel S' (pas (2.4.3) en (I 8.2.1) toe). 
. (7.2.2) geldt ook voor gesloten convexe kegels. 
(7.2.4) geldt indien 1E S. 


<is een ordening indien S totaal is. 


DD A FE ww 


Voor het totaal zijn van een convexe kegel S is het voldoende dat 
1ES, dat S de punten van X scheidt en dat S inf-stabiel is. Ver- 
gelijk (3.9). 


7.4. Stelling 


Voor elke vElM(X) bestaat er een maximale gebalayeerde u van v. 


Pas (7.2.6) en het lemma van Zorn toe. # 


Uit (7.2.8), (6.9) en (7.1) volgt dat we de eigenschappen van een 
maximale gebalayeerde van Es moeten onderzoeken. Deze bestaat volgens 


(7.4). Voor het onderzoek van de mate van concentratie op 8 UO) van 





bami 
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deze maat voeren we een nieuw hulpmiddel in, eveneens afkomstig 
uit de potentiaal theorie. 

Definitie 

Zij S als in (7.1). Voor elke f € C(X) definieert 

FC) = inf{g(x) : gES, gef} de boven omhullende van f. 


‚ Lemma 


1. Ê is begrensd en s.c.s. Voor fES geldt f = Î. 
& ds Ei TK Sn 
2. Af = Af voor A20, f+gsf+B en f+g = f+g voor gESN(-S). 
3. In het geval S = d(K) geldt dat Î concaaf is en f(x) = inf{g(x) 
g>f, g EME). 
4. Voor uEM*(X) geldt P‚(£) = inf{ulg) : g>f, BES} = suplv(s) 
D 


iv >u}ru(b). Voor S inf-stabiel geldt bovendien u(fÊ) = p‚(£). 


1-3: Evident. De laatste relatie volgt uit (3.10.1). 

hk: Voor sf, gES en vr u geldt kennelijk u(g)=v(g)ev(f). 
Omgekeerd is de afbeelding fp (£) sublineair op C(X). Kies 
f vast en zij v de afbeelding Af APE). Voor ASO geldt 
OSpy(0) = PyOAf+[al£) py (AE) +[ Al pj), ‘d.w.z. VSP Volgens 
(3.0) bestaat er een uitbreiding vEMX) van v, met vlh)< Ph) 
voor elke hEC(X). Voor h'<0 geldt v(n) <0, dus vEll'(x). Voor 
hEeS geldt tenslotte vh) <p (h) = u(h), dus vhuen v(f) = P®. 
De laatste uitspraak volgt uit (TI 8.14.3). 4 


. Lemma (Mokobodzki) 


Voor S inf-stabiel en vEmM (Xx) zijn equivalent: 
1. v is maximaal t.a.v. 4. 

2. LECK) v(E) = v(Ê) 

3. -FES=v(f) = v(É) 

h. -fESsv({f = Ê}) = VX). 


12: Pas (7.6.4) toe. 

23: Evident 

34: Pas (1 8.21.5) toe. 

41: Volgens (7.6.4) geldt u(f)>v(f) = VE) > uE) voor -f ES en 
H}v. Daar S totaal is geldt dan ook v(f) = u(f) voor elke 
Fec). Af | 


df 
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Opgave 

1. uysvmaximaalytv maximaal 

2. De verzameling der maximale maten t.a.v. < is een tralie t.a.v. 
de gewone ordening < (zie (7.2.5) en (1 8.6)). 
In het geval S = 4(K) geldt bovendien: 

Be maximaal »supp(u) Cô,(K). 
Aanwijzing: kies een open ucUc (se (K), TEC, f == -l ep U, 
f = 0 op eK). Volgens (5.9) geldt Î= 0. 

H. Bolk) =r{{x : lx) = Fx} : -ÉEL(K)}. Pas (7.2.9) en (7.7.3) 


toe, 


‚ Het hoofdresultaat van deze paragraaf levert nu een antwoord op de 
vragen 1 en 3 van (6.0): 

Stelling (Choquet, Bishop, de Leeuw) 

Zij EE ELCS en KCE compact en convex. Voor elke maximale maat 
uEM(K) en elke Gs verzameling OC (se U) geldt u(0) = 0. Elke 
xEK kan gerepresenteerd worden door een maximale maat uE ME) 8 


a: Voor de tweede uitspraak is het volgens 7.28 voldoende voor u 
een maximale gebalayeerde van Ee, te kiezen. Zij dus voortaan u 
maximaal en 0 een Gs-verzâmeling met 01 Ö OO sf. Vit CL 819,3) 

volgt eenvoudig dat het voldoende is te bewijzen dat u(L) = 0 voor 
elke compact deel L van Ôe 

B: Zij 0 = NU; met (U) een dalende rij open verzamelingen. Kies 
een dalende rij (ED ECHK), met fo = 1 op Ls, fn<1en fs 0 
op K\Un» dus ook f,(y)40 voor yE 8e(K). Uit U(L)S u(f,) volgt 
dat het bewijs van lim u(EDe 0 voldoende is. F3 

Y: Volgens (7.6.4) en (7.7) geldt voor elke fEC(K) u(-f) = u(-f) = 
z inf{u(-g) : -ge-f, -gEI(K)|. Anders gezegd: voor elke E20 
bestaat er een gE -4(K), gS<f, met u(g)=u(fd-e. Inductie levert 
nu een rij (gn)C -J(K),,met gn Sinf(g_4>fj) en v(gn) > 
ulinf(gn-gvfn)d-e.2 7 

+ ulinf(f,‚gn-1)-En) Sulfn-1-En-1) + €27 volgt ulfn-gn) Se. De 

functie inf g, is convex s.c.s. en <0 op ÖK) dus ook <0 op 

K (5.9), terwijl lim u(f,) Sulinâ fr-inf gp) Se. + 


… Uit uE) = n(fnrinf(f, »8n-1)) + 
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Gevolg 
Zij K nu bovendien metriseerbaar. 


de wf CI is maximaal precies dan als u(S,(K)) = 1. 
2. (Choquet). Elke xEK is zwaartepunt van een uEMI(K) met 
u(8(K)) = 1. 


1: 8l(K) is volgens (5.7) een integreerbare verzameling. Daar een 
compacte LCK een Gs is, geldt voor u maximaal: u(êel(K)) = 
z= 1-sup{u(L) : L compact, LMA8el(K) = $} = 1. De omgekeerde uit- 
spraak volgt uit (7.7) en (7.8.4). 

2: Evident. # 


De in (7.9) gegeven voorwaarde voor de maximaliteit van u isniet 
voldoende (Mokobodzki). Met behulp van de abstracte maattheorie 

kan deze stelling ook als volgt geformuleerd worden: Zij xEK en zij 
B de stam (I 8.37) op K voortgebracht door ê(K) en de compacte 
Gs-verzamelingen. Er bestaat een maat u op B, met US (K)) = 

uK) s 4 en bu) = Xs 


Opgave (stelling van Rainwater). 
Zij E een genormeerde lineaire ruimte, (xy)CE, XEE en B de (convexe ) 
gesloten eenheidsbol van E'. 
1. Uit xp *x t.a.v. o(E,E') volgt dat (llx‚ll) begrensd is en glxn)+glx) 
voor elke gEÖ(B) (H.9,1). | 
2. Omgekeerd volgt uit de begrensdheid van (|lxnll) en glxn)”* g(x) voor 
elke gESelB) ook xp *x t.a.v. O(E,E'). Bewijs daartoe: 
a. Voorzie B van de c(E',E) topologie (4.8). De afbeeldingen 
Un : g*glxn) en b : gr*glx) zijn continu en affien op B. 
Voor elke goE€ B bestaat er een Radonmaat u op B met 
go xn) = u(n) en golx) = HU). 
b. De verzameling A = {(gEB : glx) #glx)} = UN Uig : |glx,) - 
en gol >} is een aftelbare vereniging van G,-verzamelingen 
en voldoet aan An é&(B) = $, dus ook u(A) = 0. 
e. Uit de stelling van Lebesgue volgt nu wr * vw op (A, u(bn) > 
> ul) en go (xn) > go (Xx). 
3. Zij nu Y compact, E = CY), (E‚) CE en fEE. Voor fn *f t.a.v. 
o(E,E!') is noodzakelijk en voldoende dert de rij (Ilfnll) begrensd 
is en lim fn(x) = f(x) voor elke xXEY. Gebruik (6.5), (I 8.7), 
(I 8.8.2) en de stelling van Rainwater. 
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588. DE STELLING VAN CHOQUET, EENDUIDIGHEID. 


De eenduidigheid van de representatie in voorbeeld (6.0) is evident. 
Meerduidigheid treedt echter reeds op in het geval dat K een vier- 
kant is. Uit de stelling van Carathéodory volgt dat voor K ER 
eenduidigheid alleen kan optreden indien K hoogstens n+1 extremaal- 
punten bezit. Veronderstellen we dat R de kleinste affiene deel- 
ruimte is die K bevat, dus ook Ö(K); dan bezit K n+1 affien onafhan- 
kelijke extremaalpunten (d.w.z. EA;x; = 0; EA; sds = 0). De re- 
presentatie is dus eenduidig dan en alleen dan indien ô CK) uit n+1 


affien onafhankelijke extremaalpunten bestaat. 


Er zijn ettelijke noodzakelijke en voldoende voorwaarden voor een- 
duidigheid bekend. Onderstaande definitie wordt geïnspireerd door 
de opmerking dat voor K CIR? alleen de driehoek voldoet aan de eigen- 
schap dat de doorsnede van 2 verzamelingen gelijkvormig met K weer 
gelijkvormig is met K (onder uitsluiting van rotaties). 
Definitie 
Zij E een lineaire ruimte en & # K C E convex, met 
1. KCH, H»0 een affien hypervlak. 
2. K brengt E voort. 
K heet een (Choquet-)simplex indien bovendien: 
3. x,y E E,‚ a > 0, B > 0, (xtak) N(y+BK) # P *(xtak) N(y+BK) = Z+yK 
voor zekere z € E en y > 0. 
4, K is lineair compact, d.w.z. KM L is compact voor elke rechte L. 


Aan de eerste eis kan steeds voldaan worden door de constructie van 
E:, Ki en C, volgens (2.5). Aan de tweede eis kan dan voldaan worden 
door E1 te vervangen door C1-C1 (2.4.1). Volgens (5.5) kunnen deze 
eisen ook geformuleerd worden als: K is een basis van een puntkegel 
C‚ met E = C-C (ga na). Zie ook (5.6.2). Evident is: 

Lemma 

Onder de voorwaarden (8.1.1) en (8.1.2) geldt 

Gisin EK: A) ER, EAjxj = 0E); = 0. 

Voor het vervolg zijn nu enige hulpresultaten nodig: 


2 


M 


. Definitie … 


Een lineaire ruimte E‚ voorzien van een ordening S, heet een 
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geordende lineaire ruimte indien 
XsyYsZEE, A20, XSy”xtZS<ytz en AXSÀAy. 


E heet een Riesz-ruimte (of vector tralie) indien bovendien elk 
tweetal elementen x en y een grootste minorant xAy en een kleinste 


majorant xVy bezit. 


Voor Eunertenuihten betekent f<g i.h.a. f(x)Sg(x) voor elke x. Uit 
het bestaan van f Vg volgt niet dat f Vg = sup(f‚g): Deze laatste 
notatie wordt gereserveerd voor de functie x”sup(f(x),g(x)). 

In een geordende lineaire ruimte vormen de positieve elementen een 
scherpe puntkegel ES. Omgekeerd is elke scherpe puntkegel de verza- 
meling der positieve elementen van precies één lineaire ordening op 
E. Een geordende topologische lineaire ruimte is een geordende 
lineaire ruimte, voorzien van een topologie U met (E,W EELT en za 


gesloten. 


Opgave 

1. In elke Riesz-ruimte geldt a. xty = (xAy) + (xVy) 
b. xAy = 0, xAz = 0 xAf(ytz) = 0 
e. Xx + (yAz)= (x+y)A (x+z) 

2, Zij B een gelates met E = E“-E*. Als xVy (of xAy) bestaat voor 

elke x,y EE“, dan is E een Riesz-ruimte. 
3. Een geordende l.t.r. is gesepareerd (1.12.3). 
4, Zij E een geordende 1.t.-r. Uit PtEE en lim Xy = Xx volgt 


x =VX. 
Vxo 


De compositie lemma van Riesz. 
+ 


Zij E een Riesz-ruimte. Uit (x;), <3 <n° ydisjemntE en 


LX; = Lys volgt Xx, = 82 en Ys: 


ä i 
Zij)isien, 1Sj<m 


J 


=z Ezi3 voor zekere familie 
CE* en alle i,j. 


Voor n=m=2 voldoen Zia 5 CegTy gd V O0, Zig * %17Z41? Zy * Y1T Zar 


Bog a ent 
Laat de uitspraak bewezen zijn voor zekere m en alle nk: k= 1. Kies 


ve psz1,2,1 ej em PA Vij)ieien-i, 1<jem Met FX * EVij 
e 
z sr é 8 ne «2 : j iS n-1. 
Xn Vg y; LVoj” X Eus en Vas Puis voor alle j en 1Sn-1 


Stel tenslotte z.. = u: voor i<n-1 en z. = Vo... # 
13 1 nj 2 
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8.7. Onderstaand resultaat levert de gebruikelijke definitie van het 
begrip simplex: 
Stelling (Choquet-Kendall) 
Zij K de basis van een puntkegel C van een lineaire ruimte E, 
met E = C-C. Equivalent zijn: 
1. E is een Riesz-ruimte t.a.v. de door C geïnduceerde ordening. 


2. K is een simplex. 


12: Ga zelf na dat het voldoende is (8.1.3) te bewijzen met y=0 
en B=1. Stel dus (x+ak) iK # ò, dew.z. er bestaan k, ‚ka€ K met 
Xtak, = ka. Uit (1) volgt (aki )Aka = yk3 voor een k;E K en een 
Y>=20. Stel z = x* = KVO. Uit (8.5.1) volgt z = (k2-ak, )V 0 
= k2-(akiA ka) = k2=yk3 . Voor elke KEK geldt z+yk>0, ztyk zôkg 

voor een 20 en een ke EK, 6 = 1 (8.2) en dus z+yKCK. Op soortge- 
lijke wijze bewijst men z+yKCxtakK en (xtaKk)n KCz+ykK. 

Stel nu KEK, CEE, L = {k+tAc : à EIR}, A = {A : ktAcE K} en veron- 
derstel A # {0}. Verifieer zelf de uitspraken c& C (8.2), e>eA(2e), 
e-ATikS&eA (2e) en OS A(le-leA2e)) Sk voor alle AEA, A0. Uit 

e-(eA 2e) = êk, ; met 8 >0 en k,€ K volgt dan de begrensdheid van A. 
Voor het gesloten zijn van KNAL veronderstellen we [0,1)CA en 1 € A. 
Op soortgelijke manier bewijst men nu 0< a Cetk-letk)A(ct2k)) Sk, 


d.w.z. 1 is begrensd op Á, tegenspraak. 
2=>1: Stel dim(E) >1 en x,yEE. Uit E = C-C volgt dat xtak, = y+Bkz 
voor zekere ki ;ka2 EK en a,B >0. Kies z en y=0, met (x+takK) 0 (y+BK) 


= ztyK. Kies kEK en bewijs zelf m.b.v. inductie dat 


n= 1 X 1 Xin . . . . 
e be Cz-xt(y-adk) +) a(K-k) Ca(K-k). Het rechterlid is lineair 


compact, dus uit y>a zou volgen z-xt(y-a)k = 0 en K = {k}, in te- 
genspraak met (8.1.2). Uit y Sa en (8.2) volgt nu eenvoudig Z> Xx 

en evenzo yS<B en zy. Hieruit volgt dan weer zE (x+a'!K) NN (y+B'K) = 

= z!'+y'K voor zekere a',8',;y! > 0 en zz! x,y. 

Uit z+yKCxt(yta')K volgt a = a'+y en evenzo 8 = B'+y, dus ook 
z'+(yty!')KCE (x+ak) N(y+BK) = z4tyK, y' = O0, Z' = Z en 

{z} = (xta!K)i (y+B'K). Stel nu ook p>x‚y. Op dezelfde wijze con- 
strueren we een z*;a* en B*, met prz*, {z*} = (xta*K) 0 (y+8*K) en 
a'-a* z B'-B* Voor b.v. a'-a* 20 ge lêt dan z*+(a'-a*)KC{z}, dus 
a' = 4*, Z* = zZz, p>z en z = XVy. Stel tenslotte xAy = xty-(xVy). # 








FUNKT AN III 48 


Uit (I 8.6.3) volgt dus dat{fl f(X) een simplex ïs, indien X com- 


pact is. 


En nu het hoofdresultaat: 

Stelling (Choquet-Meyer) 

Zij K een compacte basis van een puntkegel C van E € ELCS, met 
E = C-C. Equivalent zijn: 

1. Voor elke xEK bestaat er precies één maximale maat ue miao, 
met blu) ed 

K is een simplex 

-fE IK) fis affien. 

H‚v maximaal, u(h) = v(h) voor elke he AE) u = v. 

. ACK)! is een Riesz-ruimte. 

u maximaal, blu) = Xx, fE -{(K)> u(f) = F(x). 

Ege AK) BE =Ê +8. 


0D WM FE OW NN 
. . . e 


12: Volgens (8.5.2) is het voldoende te bewijzen dat C een tralie 
is. Zij M de verzameling der maximale uEMI(K). Volgens (7.7) en 
(7.2.8) is x>u, een affiene bijectie van K op M. Volgens (HT ie 

de door M opgespannen kegel M de verzameling der maximale uEM*(K). 
De eenduidig gedefinieerde affiene en positief homogene uitbreiding 
Ò Ax AU, van xr, is een bijeetie van C op M. De relatie z = X+y 
dlx)+bly), dus d is een orde isomorfisme. 


is equivalent met $(z) 

Pas nu (7.8.2) toe. 

23: Voor fE-AK) is Ff concaaf en s.c.s. Voor xEK geldt 

f(x) = exlÂ) = (7,6.4)suplulf) : ure,}) = (6.10)suplEAif(xi) 
Aidysgisn ER, (Ki)CK, Eljxj = X, EAj = 1}. 

Stel nu x = ay+(1-a)z met a€ [0,1] en y‚,zEK. Kies e >0 en kies (Aj) 

en (xj), met A40 en Î(x) &EAif(xjdte. Kies tenslotte volgens (8.6) 

(zij as ien,j=1,2 C‚ met Aix; = Zj4*Zj2» OY = Paid en (1-a)z = lg 

Uit (8.2) volgt de existentie van (kij EK en (uij) GC R+, met 

Zij 5 Hijkij» HigtHig = Ajs Eui4 z= a en Eu;2 = 1-a. Invullen levert 

toose + tE ee + zusaf(kja) + Emioflkig) Serof(y)+(4-0)f(z) 
X 7 i i € Hij ii Hi2 1e E+AELY) + 0 Z). 


34: Voldoende is het bewijs van u(f) = v(f) voor fE-{K) (3.9). 
Volgens (7.7), (I 8.14), (3.10.3) en Ì3 ) geldt u(f) = u(Ê) = 
= uCinE{hEAE) : n>Ê}) = influlh) : h>f} = VvE). 


heel: Evident. 
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15: Volgens Hahn-Banach is elke G€A(K)' continu uit te breiden 

tot een u = ui-uT EMK). Volgens (6.6) mogen u* en u” door hun 
maximale gebalayeerden vervangen worden, d.w.z. A(K)! = ALK) LACK) LS. 
Pas nu (h.15.1) toe. 

16: Î(x) = suplv(f) : vhe} = u(f) volgens (7.6.4) en (7.2.8). 
67: Evident 

71: Voor elke XEK is de afbeelding f->f(x) op precies één wijze 
lineair voort te zetten tot een afbeelding u : -{(K)+{K) >IR, met 
Hul <1. Zij uEM*(K) de (enige) continue voortzetting van u tot C(K). 
Voor fE-I(K) en ex{ v geldt dan v(£)S f(x) z H(Éf) (7.6.4) en v<u. + 


8.9. Gevolg 


Zij K een simplex. 
1. Voor elke fE C(K) is de afbeelding xu„(f) Borel-meetbaar. 
2. Voor elke vEM*(K) is fu, (f) = fuxlfldvlx) de (enige) maximale 


gebalayeerde van v. 


1: Voor fE-ÁK) is xuw(f) = Ê(x) s.c.s, dus Borel-meetbaar 

(1 8.37). Pas nu (3.9) toe. 

2: Een maximale gebalayeerde van v is ook een maximale gebalayeerde 
van Ee, met y = b(v). Voor fE -{(K) geldt uE) = u, (Î) = fÊGWdvlx) = 
= fu,(f)dvlx). Pas nu weer (3,9) toe. 4 


8.10. Voor de bestudering van het probleem van Dirichlet op K is nog van 
be lang: 
Stelling 
Laat K voldoen aan de bekende voorwaarden. Equivalent zijn: 
1. K is een simplex. 
2. -f,gEL(K), FSgef Sh Sg voor een hE MK) (Edwards,cf.3.12.u) 
3. fi s..sf4 EAK), Fi fa S F3 fa ® Fifa ShSE fe voor een hEA(K) 


(Sterke Rieszrinterpolatie eigenschap) 
h, Idem, met S i.p.v. < (Zwakke Riesz-interpolatie eigenschap) 


12: Noteer g z (CD. Volgens (8.8.3) is B-f affien en s.c.i. en 





neemt dus zijn minimum aan in zekere xXE8(K) (5.9). Volgens (7.7) 
en (6.11) geldt echter &(x) - F(x) =sBlx) - f(x) 20, dus ook E>f 
op K. Voor f Sg op Ô(K) geldt evenzo S>f op K. 














eis 


FUNKT AN III 50 


Uit Ei<er volgt de existentie van een ho EA(K) met f-1ShyS 

S g+1 (3.12.45). Hieruit volgt -{(K) suplh,-5,f-3) Sinf(h,+3, g+5) 
E {(K). Inductie levert een rij (h‚)EHK), met sup Mels 
£-2T)<h, Sinf(h,_4+2 7,g+2 7). De rij (h‚) convergeert uniform naar 
naar een hEeA(K), met fSh Sg. 

23: Evident. 

34: Kies e >0, met sup (f, ’f, )te Sinf(f, ’É, )-E. 

te=1: We bewijzen (8.8.3). Volgens (3.10.1) is hiervoor voldoende 

dat £ affien is voor het geval f = sup(h, ;..shn), met (hj) ACK). 
Hiervoor is weer voldoende dat de verzameling der stricte majoranten 
gEA(K) van f naar links filterend is (7.6.3). Dit volgt echter uit 


een eenvoudig inductiebewijs.4# 


Opgave 
Zij K een simplex. 
1. (8.8.3) geldt ook voor f convex s.c.s. (3.12.3). 
2. (8.10.2) geldt ook voor f convex s.c.s en g concaaf s.c.i. 
Aa 21 Ö (KD gesloten. 
a. He MK) maximaal supplu)Cêlk) (7.8) 
b. u**b(u) is een homeomorfisme van Mi(8, (KD) op K (6.7), met 
inverse Xu. 
e,‚ Voor f EC(ê(K)) is xe*ylf) affien en continu. 
d. Voor elke fEC(Ö(K)) bestaat er precies Één affiene uitbrei- 
ding ÎEA(K) van f. Bovendien geldt f(x) = u_(f) en Nt = WEI 


(Probleem van Dirichlet) 


Opmerking 

1. Er bestaan een simplex K en een xEK, met Ô,(K) Borel-meetbaar 
en UxlôolK)) = 0. 

2. Er bestaan een simplex K, een xEK en een vr € me t Ô CK) Borel- 
meetbaar, u C8, (KI) ss vl8 (K)) z= 0 en v(0) = 0 voor elke 


Gg-verzameling 0.C (ô,(K) (7.9). 





89. RANDEN S1 


Volgens (4.15) bestaat er een sterk verband tussen compacte con- 
vexe verzamelingen en zekere deelruimten van continue functies 
op compacte ruimten. In $5-8 is de nadruk gelegd op het eerste 
zegrip. In deze en de volgende paragraaf ligt de nadruk meer op 
functieruimten en wel in het bijzonder op convexiteitstechnieken 
die verband houden met het Dirichletprobleem van de potentiaal- 
theorie en het hierbij behorende minimum-principe. De notaties 


zijn als in (7.1) 


. Definitie 


1. ACX heet een S-rand indien elke fES een minimaal punt in A bezit. 
2. ACX heet de Silovrand van X t.a.v. S, notatie A = S5OO, indien 
A de kleinste gesloten S-rand is. 
3. xXEX heet S-extremaal indien e‚ maximaal is t.a.v. $. De verzame- 
ling Chq(X) der S-extremale punten heet de Choquetrand van X t.a.v. 


S. 


Ook hier kan S in feite veel algemener gekozen worden. Merk op dat 
XEChs(X) precies dan als f(x) = f(x) voor elke fEC(X). Voor v = Ex 
is nl. de eis in (7.7) dat S inf-stabiel is overbodig (ga na). 


Opgave 
1. Elke gesloten rand bevat een=minimale gesloten rand (Zorn). 
2. In het geval S= {(K) geldt Chq(K) = 8{K) (7.2.9). 
3. Zij SCC(X) een kegel. De begrip a, 5500 en Chq(X) ver- 
anderen niet indien a. S vervangen wordt door S. Gebruik (I 5.16) en 
KTA) 
b. S inf-stabiel gemaakt wordt. 
hk, Voor S = A(K) geldt dus ook Chg(K) = ê(K) (3.10). 
5. Indien X meer dan één punt bevat scheidt de verzameling S der con- 
stante functies niet de punten van X. Laat zien dat Chs()=ó. 
6. Voor S = C(X) geldt Chs(X) = X. 
7. Voor X =[0,11, S = {EECX) 7 ECH) = HECO) + HFÉC1)} geldt 
Ch .= XM}. 


We gebruiken nu een techniek analoog aan die van (5.8). 
Definitie Ì 

Een niet leeg gesloten deel A van X heet S-stabiel indien 
XEA, ue, > supplu) CA. 
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In het geval S = -{(K) is dit volgens (6.12) en (7.2.8) weer de 


oude definitie. 


Lemma 

Zij Ff de verzameling der S- “stabiele delen. 

da KEP 

2. aEChg(X)* {a} € F 

3. (ANCFNAg FG NAGEF 

U, SES, ACE Fe A, z {xXEA : glx) = a gly)je F. 

Het bewijs is vrijwel identiek aan ‘dat van (5.8). # Evenzo voor: 


. Stelling (Bauer) 
Elke fES neemt haar minimum aan in Chq (Xx). 


In het bijzonder is dus Chq(X) #$ voor X #$ en Chg(X) is een S-rand. 
Maar zelfs: 
Stelling 
SO = Che. 
zij nl. A een gesloten S-rand en xEChg (XNA. Kies fEC(X) met 
f(x) = -1, f = 0 op A, dus ook Îo) = St. f>0 op A. Voor zekere 
gES geldt dan g(x) <0 en g>0 op A. # 
Opgave ad 
1. Voor Ss (X) is de additiviteit van S essentieel. Kies b.v. 
sds ai en S = (Er »fa fo) met f. {5 = 835 (Kronecker). Hiervoor 
dn Ch 00 z= & en B (X) bestaat SE: 
Voor S= UE ae 2} met of 5) = Ô. ä8 voor 1 <3, f4 (2) = f£4 (3) = fe (1) = 
= fs(3) = 1, Ff, en £s elders nul, geldt Ch(X) = $ en jn (X) = {1,2}. 
2. Voor S= A(K) geldt Ss (K) = 8 8). 
Ë, LES, (X) precies dan zn er voor elke U Wx) een yEU en een 
g Es bean. met g(y)S g(z) voor elke zi Ù. 
hb, x € Ch (X) precies dan als er voor elke UE Xx) en e> 0 een gES 
bestaat, met g(x)&e en g>1 op (U. 


Zij nu voortaan {0} # H een bocofoid in C(X). Merk op dat volgens 
Hahn-Banach en (4.13) elke nEX(H) uit te breiden is tot eenue M{00. 
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Stelling 
1. De afbeelding Y : x*(f >f(x)) van X in X(H) is continu en 


KCE) = COO). 
2. Y is een homeomorfisme en Y (Ch) ie 8, KCH) indien H de 


punten van X scheidt. 


1: De continuiteit is evident. We bewijzen zelfs MHI GC FCK). 

Zij dus ne 8 CHI) en zij A = {uEemi(x) :n= restyju}. A is stabiel 
(ga na) en bevat dus volgens (5.8) en (6.5) een extremaalpunt Ee 
dudeze mn S Wide 

2: Y is nu kennelijk injectief, dus een homeomorfisme. A is ook com- 
pact en convex. Daar H scheidend is kan A slechts één extremaalpunt 
van MÌ(X), dus ook van A (waarom?), bevatten en A = {ex}. Uit 

Hye, volgt nu uh) = h(x) voor elke hEH, HEA en u = Ex» d.w.z. 

8 (KHD C PCChLCAD). 

Zij omgekeerd xECh,(X) en P(x) = An+(1-AE, AE (0,1). Kies uitbrei- 
dingen u,‚ve MÄ(X) van n en E. Hiervoor geldt Au+(1-A)v } on 
Ap+(1-Ah)v = Ez USV=e,enn sE = VX). 


Ook voor H niet scheidend wordt de Choquetrand van H soms gedefinieerd 
als YT HB (KCH). | 


Lemma 


Ch; 0) is een G,-verzameling indiën X metriseerbaar is en H de punten 
van X scheidt. 

Ga zelf na dat C(X), en dus ook H, een aftelbare dichte deelverzame- 
ling bezit. Uit (4.2) volgt dan dat o(H',H) een aftelbare basis bezit 
en dat X(H) dus metriseerbaar is (1.25). Uit (5.7) en (9.8.2) volgt 
dan het resultaat. 


Opgave 

Zij H een bocofoid dat de punten van X scheidt. 

1. Een gesloten deel A van X omvat Ch; (Xx) precies dan als er voor elke 
xXEX een HEMY(X) bestaat met supp(u)CA en h(x) = u(h) voor elke 
hEH. Gebruik b.v. (9.8.2) en (6.7). 

2. Voor X metriseerbaar bestaat er een HEMSK(X) met u {Ch 0) = 0 en 
u(h) = h(x) voor elke hEH (7,10.2). Formuleer iets dergelijks voor 


algemene X. 
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Voor de liefhebbers behandelen we nu in het kort een begrip dat 
vooral nuttig is bij de bestudering van functie algebra's. 
Definitie 

Een punt xEX heet S-piekpunt (of S-geëxponeerd) indien g(x)S< g(y) 
voor zekere gES en elke y # Xx. 


Elk piekpunt is bevat in SCO en volgens (9.5) ook in Chg 0. 


.‚ Lemma (Mazur) 

In de eenheidssfeer B = {xEE : |lxll = 1} van een separeerbare 
Banachruimte E is de verzameling D der gladde punten x (d.w.z. 

f,gEE!', f(x) = glx) = IfW = gl = 1>f = g) een dichte Gs “verzameling. 


a: Zij Ga) dicht in B en Dm ® {xEB : £,gEE!, II 
= g(x) = 1=flx)-glx) <1/m}. Kennelijk geldt D 
volgt gemakkelijk dat CD on gesloten is. 

b: Stel D, is niet dicht in B, d.w.z. voor zekere y, EB en >0 geldt 


Wel = fx) = 
OD on en uit (4,8) 


xE Dn indien xEB en Ix-y‚ll <. Kies bijbehorende f, en g, met 
EC) >g, (xp)+1/m. Stel y, = (y, tax )/lly, tax, , met a> 0 en 
ly, -y,ll < 8/4, dus ook y, & Dim Voor de bijbehorende f, en g, geldt 
(ga na) f‚,(x,) >, Cd t1/me (ly, tax, -1)/ati/m = ((1taf, (Cx /Ê, (y,)-1)/a 
+t1/m>f, (x)t1/m>g, )+2/m. Inductie levert rijen (yi) (£;) en (a; 
met |ly, -yjl <8(1-2 5) en f,(x,)>i/mtg, (x,)s tegenspraak. 
ce: Uit de stelling van Baire volgt nu ook dat ND dicht is in D. 


. Stelling 
Zij X metriseerbaar en zij HCC(X) een bocofoid dat de punten van X 


scheidt. De H-piekpunten liggen dicht in Chy(X). 


Zij B de eenheidssfeer van H. Elk punt van Q = {xEX : JfEB, f glad, 
ef) = f(x) = 1} is een H-piekpunt (ga na). Volgens (9.8.2) is het 
voldoende te bewijzen dat P(Q) dicht is in 8 KCH), ofwel dat X(H) = 

= coly(Q)) (5.11). Voor nE K(H)\colF(Q)) zou er volgens (3.6) en (4.3) 
gen gEB bestaan met sup g(Q) <n(g) <1. Volgens (9.12) kan g glad ge- 
kozen worden. Voor een punt x met g(x) = 1 geldt dan xE€ Q en sup g(Q) = 1 
tegenspraak. +# 


. Toegift 

Zij H een gesloten deelalgebra met 1EH, die de punten van X scheidt. 
Men kan bewijzen dat x een H-piekpunt is precies dan als xE Ch (Xx) en 
x een aftelbaar fundamentaal systeem van omgevingen bezit. (Zie b.v. 
Bourbaki, Intégration, Chap. IV, 67). 
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510. HET PROBLEEM VAN DIRICHLET 


Zij U CIR? open en begrensd. Een functie uEC(U) heet harmonisch 

in U indien Au = Ux yy = 0, Een klassieke oplossing van het 
probleem van Dirichlet voor een randfunctie fEC(fr(U)) is een 
functie uE€EC(Ú), met u harmonisch in U en u= f op fr(U). U heet 
regulier indien een klassieke oplossing bestaat voor elke fEC(fr(U)). 
Voor U niet regulier levert de potentiaaltheorie nog steeds een z.g. 
gegeneraliseerde oplossing He. Een randpunt xE fr(U) heet regulier 
indien Lim Hely) = f(x) voor elke fEC(fr(U)) en U is regulier pre- 
cies dak als elk /randpunt regulier is. Elke open bol is een reguliere 


verzameling en de oplossing van het Dirichlet-probleem is dan de functie 


di is 2 
£r(u) Iy-xll 


indien xo het middelpunt en R de straal is (formule van Poisson). 

Zij HCC(U) de verzameling der in U harmonische functies. H omvat 
ACR?) en elke uEH die in U een minimum aanneemt is constant. Ga na 
dat uit de formule van Poisson volgt dat H een bocofoid is. Uit 

(9.2.3) en (9.2.6) volgt dat Ch ‚(DC 5D) C Fru). Voor U regulier 
geldt zelfs Chy (U) z 5D) = fr(U) (waarom?). Meer algemeen geldt 
zelfs dat de reguliere punten precies de H-extremale punten zijn. 

Men kan nu ook varianten van het Dirichletprobleem onderzoeken, door 
fe C(Ch; (UI) , £ €C(5,(D)) of fEC(L), met LC Ch‚(U) compact, te kiezen. 


Een aanzienlijk deel van de "globale" structuur van het probleem van 
Dirichlet bie iaat te zijn in het abstracte geval van een com- 
pacte (niet lege) ruimte X en een bocofoid HCC(X) dat de punten van 
X scheidt. Uit (9.8) en (4.15) volgt dat X hierbij steeds vervangen 
mag worden door (een compact deel van) K = KH) H door A(K) en Ch (Xx) 
door Ö(K). K is metriseerbaar als X metriseerbaar is (9.9). Gemaks- 
halve zullen we zoveel mogelijk de K-taal gebruiken. 

p 

De oplosbaarheid van het Dirichletprobleem voor de extremale rand wordt 
gekarakteriseerd door het volgende 

Lemma 


Zij K compact en convex, A = 8 (KD en FEC(8 (KI). Voor het bestaan van 





10.3, 


10.4, 
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een hEAK), met f = h op Ö{K), is noodzakelijk en voldoende dat 
ie, Ëz (ER op A. 


2. Vi »V, EMK), Vi »V2 maximaal, b(v,) = b(v‚)>v, (Ê) = MEN 


u: De noodzaak k van deze voorwaarden volgt uit f = ER) =h (5.9). 
Uit £ = _(= Z£) = f op Ö CK) volgt omgekeerd dat het voldoende 


is het bestaan van een dergelijke uitbreiding te bewijzen voor 
Fe rest, f. De verzameling F = rest, A(K) is een lineaire deel- 
ruimte van C(A), dus volgens (I 4H.11.1) is het ook voldoende te 
bewijzen dat u(f) = 0 voor elke uEM(A) met u#0Oen u(h) = 0 
voor elke he AK). Uit (I 8.5) en (I 8.8.1) volgt u z= alu u )s 
met a >0 en H‚ > U, EMT(A), indien u aan deze voorwaarden voldoet. 
B: Zij S de kegel rest, ÁK) en zij S,de door S en +f opgespannen 
gesloten, convexe en inf-stabiele kegel. Volgens (7.4) Hebe 
er maximale và, Hi en va & H2. Voor gEF en i = 1,2 
geldt vj (g) = has en vj (D) = uz (DD. Het is nu voldoende te be- 
wijzen dat v, en v, ook S-maximaal zijn, In dat geval zijn ze nl. 
ook P(K)-maximaal en uit (2) volgt v, (Ff) = v,(É), dus ook u(f) = 0. 
y: Voor het S-maximaal zijn van y en v, is het volgens (7.7) voldoende 
te bewijzen dat S en S, dezelfde bovenomhullenden in C(A) leveren. 
Voor gEC(A) geldt kennelijk ê5 > Bs; Zij nu dus xEA en e>0. Kies 
hEef(K) en \ met g<h + Af en nGOH FG) < Bg) +e/2. Voor b.v. 
A\>0 kiezen we een h‚e {(K). met f<h, en h, Cx) SEG) te/2A). Hier- 
voor geldt g&h+hh, en -h(x)+Ah, (x) <8g (te. ij 


Opgave 

Voor f E€C(A) bestaan eenvoudiger criteria. Bewijs dat equivalent zijn: 
1. De existentie van een hEA(K) met h = f op A. 

2, Î= (PD) op K. 

3e Ue sr EMTCA), bly, d e= bn Cf) = u a 

U. HENK), u(£) = 0 voor elke gEA(K)S U(Ê) = 0. 

(Gebruik deel a van het bewijs). 


Voor het z.g. zwakke Dirichlet probleem - en metriseerbare K - is 


een fraaier criterium mogelijk: 


Lemma 


Voor KCEEELCS compact en convex aas 123, met 
Le RK is cen simplex 


„. LE 8, CK) compact, fEC(L) == JhEAK), Inl = WEI, f = rest,h. 
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3, Voor een A20 en alle LC 8 (K) compact is {rest,h : he AK), 
Ihi < A} dicht in de eenheidsbol van C(L). 
Voor K metriseerbaar geldt ook 3>1, 


12: Voor g = k = f op L, k = kn f en g = SpP f op KNL geldt dat 
g concaaf s.ec.i. en k convex s.c.s. is op K. Volgens de generalisa- 
tie (8,11.2) van de stelling van Edwards bestaat er een hEeA(K) met 
kSh<g. Ga zelf na dat deze h voldoet. 

23: Evident 

31: Stel us v eMmi(K) maximaal,.met b(u) = b(v) = Xx. Zij Ee>0 en 
gEC(K), gil < 1. Volgens (7.10) bestaat er een compacte LC 8, (K) 
met u(L), v(L) >i-e. Kies hEA(K) met Ihi] SA en Ilh-gll <e op L. 
Hiervoor geldt |u(g)>-v(g)| S|ulg)-ulh) +[ulh)-v(g)| She+2he. Pas nu 
(8.8.1) toé. Áf 

In het géval K = X(H) heet H simplicieel indien K een simplex is. 
Volgens (9.9) is K metriseerbaar indien X metriseerbaar is. In de 
potentiaaltheorie wordt dan ook U wel simplicieel genoemd (10.0). 
Van meer belang is echter het geval: 


Definitie 

Een (compact) simplex K heet een Bauer simplex indien 8 (KD gesloten 
LS 

Een onvriendelijker benaming hiervoor is triviaal simplex. Uit (10.4) 
volgt dat elke FEC(8 (KI) uniek is voort te zetten tot een he A(K), 
terwijl h(x) = u‚(f) in de notatie van (8.8.1). Zie ook (8,11.3d). 
Aansluitend op de terminologie van (10.0) spreekt men ook wel van een 
regulier simplex, In het geval dat X de in (10.0) genoemde bol is, is 
on volgens (9.10.2) het beeld onder Y van de door de formule van 
Poisson gedefinieerde maat. 

De volgende monsterstelling karakteriseert nu de reguliere verzame- 


lingen: 


Stelling 

Voor K compact en convex zijn equivalent: 

1. K is een Bauer simplex. 

2. Voor elke xEK bestaat er precies een HE MICK), met blu) = Xx en 
suppl) C&D. 


hk is een siuplex en Neu, ie (vaag), continu. 
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fE-L(K) SPE AMK). 

A(K) is een Riesz-ruimte. 
Elke fEC(ô (K)) is de restrictie van een hEA(K) (met bovendien 

Init = WEND. 

Elke begrensde fEC(6,(K)) is de restrictie van een he AK). 

Elke uniform continue Se op ê eK) is de restrictie van een functie 
Ar € AK). 

Er bestaat een compacte Y en een affiene homeomorfe bijectie van 

K op MED). 


- 


12: Dit volgt uit (8.8.1) en (8,11.3a) of (7,7). 
23: Uit (7.8.3) volgt dat K een simplex is. Volgens (6.7) is dan 


mblu,) = X.een continue bijectie van Ms) op K. Ook Xx U 


is dus continu. 


34: Ê is affien völgens (8.8.3). Uit (8.8.6) volgt Î) = Hf), 


Ê: Xu CE en f is continu. 


45: Kennelijk geldt fVg = Sup(f‚g) voor f‚gE€ A(K). 
51: Volgens (8.10.3) is K een simplex. Voor xE CK) en fE-{(K) 


geldt F(x) = F(x) (7.2.9). Stel nu y = 2p+2q £ ô,(K) en kies 

met Hahn-Banach hi ‚ha € A(K) met hip) = h2alq) = 1,h2(p) = hi (q)=0. 
Hiervoor geldt sup(h, ;h)(y) = 4 en Sap Ch, „hz) (9) s (h‚,V'h‚)(yd=1 
(7.6.3), dus ook sup (h, ‚;h,) <Sup(h, ‚;h,) is een omgeving van y- 
en ê,(K) is gesloten. 


36: Evident, zie (8,11.3) 
6 7: Triviaal. 


7 >8: De uniforme continuiteit van f is equivalent met de eigenschap 


dat f continu kan worden voortgezet tot ê…(K) (Bourbaki, Topo- 
logie Générale, p. 228) en dus is f zeker begrensd. 


89: De afbeelding f*Af is dus ook voor elke fEC(8,(K)) gedefini- 


eerd en p‚ : f>Ar(x) is voor elke x een kansmaat op 5). Ga 
zelf na dat xp, een affiene, continue, injectieve en surjec=- 
tieve afbeelding van K op MEK) is, dus ook bicontinu. Kies 
nu Y= 8 CK). 


9 >1: Pas (8. E en (6. 5) toe. # 


ave x 
Herformuleer de eigenschappen (10.6.2,5,;, 6) in termen van X‚H ‚Ch; (X) 
en Sn (XX). 
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2. Á(K) is de kleinste gesloten en inf-stabiele verzameling die 
ACK) bevat. 
3. Zij K =X(H) en zij En de kleinste gesloten én inf-stabiele ver- 
zameling die H bevat. 
a, {fsf : FE SKI} E, (9.8) 
b. {fE A(K) : f-YE E)} is gesloten en inf-stabiel, d.w.z. 
{fey : FE Á(K)} = En: 
e. fELK), hEH, h = Ah, É = f°Y,‚ dan hSFfeS<F (5.9). 
d. K is een Bauer simplex precies dan als elke FEE, een grootste 
minorant in H bezit. Pas (3), (10,6.6) en (10.6.5) toe. 
Us I.p.v. (10.6.4) mag ook gelezen worden: K is een simplex en £ is 
continu op 8,(K) voor elke fE-A(K). (Pas (8.8.3), (3.10.3), (5.9) 
en de stelling van Dini toe). 


Volgens (10.6.9) is voor een - voor de potentiaaltheorie -— open regu=- 
liere U CR? de verzameling K = X(H) isomorf met MiCEr(U)). Verifieer 
dit ook nog eens elementair, gebruik makend van de oplosbaarheid van 
het klassieke Dirichlet probleem. Onder dit isomorfisme corresponderen 
de punten van U met de harmonische maten Be feHelx), fEC(fr(U)). 


Zij HCC(X) een bocofoid en een Riesz-ruimte en zij HEKH). Een bekende 
stelling zegt dat uE&,(X(H)) precies dan als u(f Vg) = suplu(f),u(g)) 
voor atle f,g EH, De noodzaak van deze voorwaarde volgt uit (10.6.6). 
Laat omgekeerd uEeKEMiC8 MD) hier aan voldoen. Als supp(u) uit 
meerdere punten bestaat, dan bestaan er F‚gE C(Ch‚‚(X)) met disjuncte 
dragers en met u(f) = u(g) = suplulf),ulg)) <ulf+g) = U(FVE), dew.z. 
de voorwaarde is ook voldoende. Een soortgelijk argument bewijst ook 
dat noodzakelijk en voldoende voor uE 8 (KHD) is dat u(g) = 0 indien 
u(f) = O0 en [gl <|f|, f‚,gEH (kies f # 0, met u(f) = 0). Zie b.v. 
Schaefer, Topological vector spaces, p. 213, voor een rechtstreeks be= 
wijs van deze beweringen. Omgekeerd volgt uit dit laatste bewijs echter 
dat zekere Riesz-ruimten een bocofoid vormen: 


Opgave 

Een AM-ruimte met eenheid is een Banach- en Rieszruimte H met de eigen- 
schappen: - 
a. H bezit een eenheid e, d.w.z. e>0 en {(f:-e Sf Se} is de eenheidsbol, 
b. |£| S |gl > EIN S Igll. 


e. f,g=0=llfvgll = sup(llfil,Igll). 
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1. De uitspraken van (4.13) gelden ook voor deze H, 

2. Zij K = KH) en X = 8 (K). De equivalenties in (10.9) gelden 
ook voor deze H. Bewijs nu dat X compact is. 

3. Voor fEH geldt IfIl = sup{|x(f)| : XES (K)} (5.9). 

u, Voor xe 8 (K) schrijven we f(x) i.p.v. x(f). De afbeelding 
f(x f(x)) is een lineair isometrisch orde isomorfisme van H 
op C(X), dat e in 1y overvoert (stelling van Kakutani). Pas o.a. 


de stelling. van Stone toe. K is dus zelfs een Bauer-simplex. 


Zij H nu weer de verzameling der op U continue en in U harmonische 
functies. Voor U simplicieël en xEU bestaat er volgens de stellin- 
gen van Choquet en Choquet-Meyer precies één kans Hs met n_CChy(U))=1 
en h(x) = nh) voor elke hEH, 

Ook voor meer algemene H kan een integraalvoorstelling voor de harmo- 
nische functies gevònden worden, waarbij echter een andere compacti- 


ficatie dan U van U gekozen moet worden. We geven het topje van de 


ijsberg. 
Zij voortaan Ho de verzameling der in U harmonische en positieve 
functies en zij Ho = E= Ho’ voorzien van de topologie der compacte 


convergentie. Ho is metriseerbaar, vergelijk (1.26.1). Uit de poten- 
tiaaltheorie volgt dat Ho een Riesz-ruimte is en dat, voor elke yE U, 
K = {uEH: u(y) = 1} eompact is. De afbeelding ut u(y) is continu 
en lineair op Hy en uit u(y) = 0, uEHj, volgt u = 0 (10.0) K is dus 
een basis van de kegel Ho en K is volgens (8.7.2) een simplex. Uit 
(5.4) volgt dat ê (K) bestaat uit de minimale harmonische functies 

Hi Gere u> ven u = Av), met uly) = 1. 

Stelling 


Voor elke uEK bestaat er precies één kans H, gedragen door ö (KD, 
met xEUu(x) =f h(x)du(h). 
K 


Uit ds bu) en ur u(x) € Hi volgt nl. deze relatie. Omgekeerd geldt 
ús bu) als u aan deze relaties voldoet, daar (b(u))(x) = u(h**h(x)) 


z= f hlx)dulh) = u(x). 
K 


De verzameling 8 (K) heet wel het minimale deel van de Martinrand van 


U. Voor het geval van de bol B met straal R en middelpunt O0 kan 
R =| z| 

| x-z 

van fr(B) op 8 (K) (met y = 0). Dit correspondeert met het volgende 


men bewijzen dat de afbeelding x*(zr ) een homeomorfisme is 
klassieke resultaat, dat een aanvulling levert op de formule van Poisson: 


Stelling (Herglotz) 
Voor U = B geldt uEH, precies dan als er een HEM(Fr(B)) bestaat met 


NE Blz 
u(z) = SER dor dux). 
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